Résolution d’équations non linéaires: point fixe, Newton
Part 1. Cas scalaire
1. CONTENU

Le plan de cette session, partie I, est le suivant:

Position du probleme,
Méthode de dichotomie,
Méthode de point fixe,
Méthode de Newton,
Méthode de la sécante.

2. POSITION DU PROBLEME

Soit F une fonction & valeurs réelles, F': I C R — R, F a-priori non-linéaire (ex. sin(x), /& etc).
NB. F linéaire impliquerait que F' puisse s’écrire sous la forme F(x) = a -z (ou ax 4+ b pour F affine).
On s’intéresse alors a résoudre I’équation (non linéaire) suivante:

F(z)=0

par exemple sin(z) = 0.

Pour approcher numériqguement la solution de cette équation, on devra construire une suite (zx)ren qui
converge vers une solution du probleme.

A noter qu’il n’y généralement pas unicité de la solution, et il arrive que ’on en cherche plusieurs voire qu’on
les cherche toutes.

Ezemple. Comment fait votre calculatrice pour vous donner “la” valeur de v/2 ?
La valeur approchée qu’elle indique est en fait le résultat d’un algorithme itératif de la résolution de I’équation
non lineaire 2% — a = 0.

Une premiére méthode de résolution de cette équation consiste a localiser une solution “pas & pas” (et a
partir d’un point initial choisi).
Avant de présenter cette méthode dite de dichotomie, rappelons tout d’abord le résultat suivant.

Theorem 1. (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit a,b deux réels tels que a < b et F : [a,b] - R
une fonction continue sur [a,b]. On suppose queF (a)F(b) < 0, alors il existe au moins un x* €]a,b| tel que
F(z*)=0.

Par ailleurs, un tel x* est unique si F' est de plus monotone (soit croissante, soit décroissante).

Ezercice. Donner trois exemples illustrant ces propos (avec graphes & 'appui).

3. METHODE DE DICHOTOMIE

On suppose dorénavant que F : [a,b] — R est strictement croissante et continue sur [a,b] et est telle que
F(a)F(b) < 0.

Le théoréeme précédent est alors a la base de la méthode de dichotomie.

Notons ag = a et by = b et introduisons le point milieu ¢ = “0241’“.

- Si F(ag)F(c) < 0 alors nécessairement la solution z* € [ag, ¢]. On pose alors a; = ag etb; = ¢ et on ré-itere
le raisonnement.

- Sinon, on a nécessairement z* € [c, by et on pose a; = ¢ et by = by.

Dans les deux cas, on obtientz* € [a1, b1].

On itére ensuite ce méme procédé par récurrence, ce qui donne l'algorithme de dichotomie.

Algorithme de dichotomie. Supposons avoir construit a, et b, tels que x* € [an, by,].
On pose ¢ = %.

Si f(an)f(c) <0, on pose an+1 = ayn €t by = ¢

Sinon, on pose a,4+1 = ¢ et by 1 = by,.

Par récurrence, on montre que:

— La suite (a,)nen est croissante, la suite (b, )nen est décroissante,
~ by —an| = %52, ¥n €N

—z* € [ap,by],¥n € N

Les suites (an)nen et (bn)nen sont donc adjacentes, et convergent donc vers une méme limite | = z*.



De plus, si on se sert de (an)nen comme de la suite approchant z*, on a la majoration suivante:

QnG,VnGN

‘an -z <

Cet algorithme de dichotomie est robuste mais converge trés lentement (de maniére logarithmique).

4. METHODE DE POINT FIXE

Une alternative pour résoudre cette équation non linéaire F(z) = 0 est de reformuler ’equation sous forme
de point fixe: z = G(z) avec G : J C R — R. 1l suffit pour cela de poser G(z) = z + F(x), ou encore:

’x = G (x) avec Gy(z) = x—i-/\F(x)‘

et A € R*.
L’intérét de cette reformulation réside dans le théoréme de point fize que nous rappelons:

Theorem. Soit I =R ou I = [a,b] avec a < b deuz réels. Soit G une application de I dans R telle que:
i) G(I) C I,
ii) il existe une constante k, k € [0, 1], telle que G est k-contractante, c’est-a-dire:
V(z,y) € I?, |G(z) - G(y)| < klx —y|
Alors la fonction G admet un unique point fize * € I tel que G(z*) = z*.
De plus, toute suite récurrente définie par

20 €1; xpy1 = G(zy),n €N
converge vers T*.

D’ou lalgorithme de point fize appliqué a G donne:

xg donné, x, 41 = x, + AF(2,) ,n >0

5. METHODE DE POINT FIXE (SUITE)

La méthode du point fixe s’illustre ainsi.

.J‘! y=x

X x X X

0=f(x)>-1 0<fiix)<1

FIGURE 3.4 — Premiers itérés d’une méthode de point fixe.

Vitesse de convergence.
En choisissant A tel que Gx(z) strictement contractante (de constante de Lipschitz k(A) < 1), on montre a
I'aide du théoréme des accroissements finis que:

n
< KO
(1—k(N)

La vitesse de convergence de cet algorithme est alors d’ordre 1; elle est d’autant plus rapide que k() est
petit.
On a alors un “degré de liberté” dans le choix du A pour tenter d’accélérer 1’algorithme.

Aussi, on pourrait tout aussi bien considérer une version généralisée de l’algorithme comme suit :z,41 =
Zn + A F(2,,), du moment que la fonction reste contractante, a savoir |1+ A\, F'(z,) < k <1, Vn € N.

|z — |z — z*|



6. METHODE DE NEWTON

Le principe de la méthode de Newton est non plus de chercher & “résoudre” F'(x) = 0 mais plutdt de résoudre
I’équation linéarisée.
Pour cela on écrit un Développement Limité (D.L.) de Taylor a l'ordre 1 au point z,,:

F(zp + h) = F(zn) + h F'(z,) + he(h)

Pour h petit (D.L. au voisinage du point z,,), he(h) est encore plus petit (terme d’ordre deux et plus), on
néglige alors le reste du D.L.he(h) et on cherche 1”’incrément” h tel que: F(x, + h) = 0.

Ce qui nous conduit alors & résoudre & chaque itération I’équation F(z,) + hF’(x,) = 0.

Soit en posant x, 11 = x, + h,

,n > 0;x9 donné

pour F’(x,) # 0.

La force de la méthode de Newton est sa convergence rapide, si convergence...

Son point faible est le caractere local de sa convergence i.e. il faut bien choisir le point initial g pour espérer
une convergence ou encore une convergence vers telle ou telle solution.

7. METHODE DE NEWTON: INTERPRETATION GRAPHIQUE
Avant d’étudier la convergence de cette méthode, nous en présentons une interprétation graphique.

L’algorithme de Newton peut s’écrire sous la forme suivante:

F(z,) + F'(xn) (i1 —2,) =0

Autrement dit, x,,11 est le point d’intersection entre axe des y et ’équation de droite y = F(z,,)+F'(x,)(z—
xn), cf Fig.
Cette droite étant la tangente a la courbe y = f(z) au point z,, .
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8. METHODE DE NEWTON: CONVERGENCE

Theorem. Supposons que F soit de classe C?; on suppose de plus que x* est une racine simple de F(x) =0 ,
ce qui signifie que F(xz*) =0 et F'(z*) # 0.
Alors Ualgorithme de Newton converge localement, et de maniére quadratique (i.e. d’ordre 2).

La convergence locale signifie qu’il existe np > 0 tel que si |2* —xg| < 1, alors la suite définie par 1’algorithme

_ F(rn) | d ‘ *
(Tpe1 =y — s To onné) converge vers x*.

Une vitesse de convergence d’ordre 2 signifie qu’il existe C' > 0 tel que:

|z, — 2*| < Clzp_1 — 2*|?



En pratique, cela signifie qu’a chaque itération le nombre de digits exact est doublé (en effet si |2, — 2*| =
1077 alors |z, — x*| ~ 1072P), soit une convergence extrémement rapide (4-5 itérations pour un résidu treés
faible); si convergence...

Nous vous invitons a étudier la démonstration de ce théoréme dans le polycopié de cours.

9. VARIANTE DE NEWTON: METHODE DE LA SECANTE

La méthode de Newton se généralise aux systémes d’équations non linéaires (soit m équations non linéaires
a m inconnues), c’est la partie 2 & venir de cette session.

Aussi le caleul de F'(z,,) (soit la matrice jacobienne DF(z,) dans le cas de systémes) peut étre délicat &
mener.

Une alternative simple consiste alors a approcher la dérivée par une différence divisée, ce qui donne I’algorithme
suivant.

Tp — Tpn-1

F(x,) — F(zp-1)

Tpi1 = @p — F(zp) ,n > 0;xg donné

Il s’agit de la méthode de la sécante.

On peut montrer que comme pour la méthode de Newton, la convergence de cette variante est uniquement
locale.

Par ailleurs, sa vitesse de convergence est égal au nombre d’or (1++/5)/2, soit mieux que celle de la méthode
de point fixe qui est linéaire mais moins bien que celle de Newton qui est quadratique.

Part 2. Cas des systémes



