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u& Calcul vectoriel

Soient ® = (@1, By, ®3) et T = (¥, ¥y, U3) deux fonctions vectorielles de R3 dans R3.
On pose :

81,@3 —0,D,
ot ®=VA®=|08,P —5P; et div® =9,¥; 4+ 53,‘1’2 + 8,¥3.
08 — 0P

1. Soit ® de classe C?. Montrer que div (rot ®) = 0.
On admet la réciproque : soit ¥ de classe C* tel que div ® = 0, il eziste une fonction vectorielle @ telle

que ¥ = rot ®.

2. Application :
a) Soit W(z,y,2) = (z — 2zyz,0,y22 — 2) définie sur R3. Justifier qu’il eziste ® telle que rot ® = ¥.
b) Déterminer alors @ telle que :

Y(z,y,2) € R3, ®3(z,y,2) =0, Y(z,y)€ R2, ®y(z,y,0) =2y, Vz R, ®:(x,0,0) =0.

Note : rot exprime la tendance qu’a un champ & tourner autour d’un point ( ope’mteurfbw( utilisé en mécanique
des fluides).
Correction.

1) Soit ® fonction de R3 dans R3, de classe C2. Le théoréme de Schwarz s’applique et 'on a :
div (rot ®) = 02, U3 — 82,0y + 02,01 — 82, W3 + 83,92 - 05,11
d’ou le résultat.

2) a) On a : div(®)(z,y,2) = 1 — 2yz + 0+ 2yz — 1 = 0. Et l'on peut appliquer le résultat admis & la question
précédente; d’ot I'existence de ® telle que rot & = P.

b) Soit @ telle que ¥ = rot ®. On a alors :

\Ill(m,y) Z) = —6z§>2(m,y,z)
Ty, y,2) = 0:21(z, ¥, 2)
lF;;(a:,y, Z) = 32@2(:”1 yvz) - Byél(muya Z)

soit :

0,81 (z,y,2) =0

{ 3z<1’2($,y,2) = —r+ 2zyz
\1’3(5”,?/) Z) = 8:5@2(-'21 y,z) - ayél(maysz)

I’équation (1) du systéme précédent donne : ®3(z,y,2) = —zz + 2y2® + fcti(z,y);
et ®z(z,y,0) = zy implique : ®o(z,y,2) = —z2 + zyz® + Y.

L’équation (2) du systéme précédent donne : ®1(z,y,2) = feta(z,y); et ®1(z,0,0) = 0 implique : fety (z,0) =0.
L’équation (3) du systéme précédent donne : 8,®;(z,y,2) = y; soit : 1(z,y,2) = %yz + fets(z).
Et ®;(z,0,0) = 0 implique : &1 (z,y, 2) = 3¥°

Ce qui nous donne finalement ’expression ®(z,y, 2} qui satisfait les contraintes de ’énoncé.
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