Correction de la feuille d’exercices n°1

Exercice 1. Résoudre (1) 4 + 3y = 322 + 11z. On résout 'EDO (1) sur R.
— Solution de I'équation homogéne :

yn(r) = Xe ™, Vz € R,

oll A est une constante réelle arbitraire.
— L’EDO (1) est de la forme : ¢’ +3y = P(z) ot P est un polynome de degré 2. On cherche
alors une solution particuliére sous la forme d’'un polynéme de degré au plus 2 :

yo(z) = ax® + bz + c.
En réinjectant dans 'EDQO, on obtient alors :

3ax? + (2a + 3b)x + b + 3¢ = 32% + 11z, soit : 3a=3, 2a+3b=11, b+ 3c =0,
ile. : a=1,b=3, c=—1

Dot : yo(z) = 2% + 3z — 1.
Solution générale de (1) :

y(x) =X + 2 +3r—1, Vo € R,

ol )\ est une constante réelle arbitraire.

Remarque: si on ne "voit" pas sous quelle forme chercher une solution particuliére, on peut
toujours utiliser la méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliere
de (1) sous la forme : yo(x) = N(z)e™®. En réinjectant yo et y, dans (1), on obtient : N (z) =
(322 + 11z)e’*. Or :

v L B 11 1
/te3tdt S P ——/ ldt = (o — 2)e* + =
0 31, 3Jo 379 9

e E A 1 2 2 2
/ 2t = P - —/ tedldt = —(2* — x4+ =) — —
0 31, 3./ 3 379 27

ce qui donne apres calculs : A(t) = e3*(x? + 3z — 1) + cte. On prend par ezemple : cte = 0 et
une solution particuliére de (1) est donc :

yo(z) = 2° + 3z — 1.



Résoudre (2) v + 3y = sinz. On résout 'EDO (2) sur R.
— Solution de I’équation homogéne :

yn(x) =A™, Vo € R,

oll A est une constante réelle arbitraire.

— Recherche d’une solution particuliére : 'EDO (2) est de la forme : ¢ + 3y = a cos(wzx) +
bsin(wzx) avec ici : @ = 0, b = 1 et w = 1. On cherche alors une solution particuliére sous
la forme : yo(z) = o cos(wx) + fsin(wx), soit ici :

Yo(z) = acos(z) + Bsin(x).
On réinjecte dans 'EDO (2) et on obtient :

(3 + ) cos(z) + (—a + 35) sin(z) = sin(x),

1 3
it : =0et — =1l,ie.:a=——c¢et f=—.Dou:
soit : 3o+ =0et —a+ 30 e« T 6] 1o Dou
(2) 1 n 3 .
= —— cos —s
Yo(x 1g Cos% + 7 sin
solution particuliére de (2).
Solution générale de (2) :
(x)—)\e’?’x—icosm+isinx Ve e R
= 10 T ’
oll A est une constante réelle arbitraire.

Remarque: Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliére
de (2) sous la forme : yo(z) = N(z)e . En réinjectant yo et y}, dans (2), on a alors :

1 3
N(z) =e**sinz, soit par ezemple :  \(t) = —Ee?""” cos & + Ee?’m sin .
1 3 . . R
On retrouve : yo(x) = ~1p 8% + 1o Sin® solution particuliere de (2).

Résoudre (3) v + 3y = 2sinz + 322 + 11z. On résout 'EDO (3) sur R.
— Solution de I’équation homogeéne :

yn(x) =A™, Vo € R,

oll A est une constante réelle arbitraire.
— Recherche d’une solution particuliére de (3) : on a vu que yo1(z) = 2> + 3z — 1 est une
: - 3 .
solution particuliére de 3/ + 3y = 322 + 11x et que yp2(r) = —— cosx + — sinx est

10 10
une solution particuliére de y' 4+ 3y = sinz. Par conséquent : yo = yo1 + 2yp2 est une

solution particuliére de (3).



Solution générale de (3) :

1 3
y(x):)\e’?’“—i—xz—i—Sx—1—5cos:c+gsin:t, VereR,

oll A\ est une constante réelle arbitraire.

Résoudre (4) y —y = ze”. On résout 'EDO (4) sur R.
— Solution de I'équation homogéne :

yn(z) = Ae®, Vo € R,

oll A est une constante réelle arbitraire.
— Recherche d’une solution particuliére yo de (4) : ’équation est de la forme

Y + ay = Py(x)e*”

ol « € R et P, est un polynome de degré n, admet une solution particuliére de la forme :
Q(z)e™ on @ est un polynéome de degré au plus n + 1. Dans le cas présent, on a : o = 1
et n = 1. On cherche donc une solution particuliére sous la forme :

yo(z) = (az® + bx + c)e®.
On réinjecte dans (4) et on obtient aprés calculs :

(2ax + b)e* = xe®, soit: 2a=1, b=0.

2

Lz

Une solution particuliére de (4) est donc : yo(z) = 5"

Solution générale de (4) :
2
y(x) = /\ex—l-%ew, Vr e R,

oll \ est une constante réelle arbitraire.

Remarque: On peut toujours utiliser la méthode de variation de la constante pour calculer une
solution particuliére de (4) : on cherche yo sous la forme : yo(x) = N x)e®, soit : N(z) =z et
2 2

Az) = - par exemple. Donc une solution particuliéere de (4) est : yo(x) = %e .



Résoudre (5) xy +y =22 + €.
On résout 'EDO (5) sur R*.

—b 1 1
— Solution de ’équation homogeéne : (z) = —— donc u(z) = —In(z) = In(-).
a(x) x x
On obtient ainsi : \
2Lz >o0,
x
(@) =9 |
22§z <0,
x

oll A1, A\ sont des constantes réelles arbitraires.
— Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliére y, sous

Az
la forme : yo(z) = Q En réinjectant dans (5), on obtient : X'(z) = 22 + €%, dont une
x
3 2 x
primitive est : A\(z) = % + €®. Donc yo(z) = % + — est une solution particuliére de
x
(5)-
Solution générale de (5) sur R* :
by 2 f
all % +& siz>o0,
y(x) = .
/\2 T .
—+ =+ — siz <0,
x 3 x
ol A1, Ay sont des constantes réelles arbitraires.

e’ . . ‘
Remarque: A cause du terme — qui "explose” quand x tend vers 0, il n’existe pas de solution
x

définie sur R tout entier.

Résoudre (6) (22 + 1)y —xy = 0.
Le coefficient 22 + 1 devant 3’ ne s’annulant pas sur R, on résout 'EDO (6) sur R. On a
alors :
—b(x) x

1 2
e = o7 = u(m)zéln(x +1)

= ylz)=Cva2+1

Solution générale de (6) :
y(x) =Cva?2+1, Ve eR,

ou C est une constante réelle arbitraire.

Résoudre (7) (22432+2)y' —y = (z+1)? cos(z). On cherche les racines du polynoéme x>+ 3z+-2
et on trouve : —1 et —2. On résout donc 'EDO sur [ =] — 0o, —2[ U] —2,—-1[U | — 1, +o0].



— Solution de I’équation homogeéne :
—b(x) 1 1 1 1

a(z) 22+ 31 +2 (z+1)(z+2) z+1 42
= u(x)=mnlz+1]—In|lz+2].

On en déduit que :

C
x4+ 2
r)=9q — —2<zx<-—1
Yn() ponr e x ,
C 1
M Six>_17
. z+2

ou (4, Cy, C3 sont des constantes réelles arbitraires.

— Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliére y, sous

la forme : 41

x

x)=C(x .

Yo(z) (x) T+ 2
On réinjecte dans (7) : sachant que les termes en C(x) doivent s’annuler entre eux, on
n’écrit que les termes en C’(x) soit, en n’oubliant pas que : 22+ 3z +2 = (x+1)(x +2) :
x+1
x4+ 2

C'(z) = (x+1)%cos(z) = (x+1)2C"(z) = (x + 1)*cos(x)

= (C'(z) = cos(x)
= C((x)=sin(z) par exemple.

(22 + 3z +2)

r+1
O déduit al =
n en déduit alors que yo(z) P

sin(z) est une solution particuliére de (7).

La solution générale de (7) sur R — {—1, —2} s’écrit donc :

(r+1
Cy + si iz < —2
$+2( | +sinz), siz ,
1
y(z) = iiQ(Cg—Fsinx), si —2<z<-—1,
1
\ iiQ(Cg%—sinx), six>—1,

ou (4, Cy, C3 sont des constantes réelles arbitraires.

La question que l'on peut se poser maintenant est : peut-on définir cette solution sur un
ensemble plus "grand" que R—{—1, —2} 7 Tout d’abord on remarque dans I’expression générale

de la solution qu’elle est bien définie en = —1, dérivable et méme C! a condition de choisir :
C) = Cy (on dit que la solution est prolongeable de classe C' en z = —1). On peut donc définir
une solution sur R — {—2} :

r+1

n 2(01 +sinx), siz< -2
y(x) = . , avec C,C3 € R, Vo € R — {-2}.

1
i12(03 +sinz), siz> -2




En revanche lorsque z tend vers —2, la solution générale explose (méme si on prend C; =
Cy =0), donc il n’y a pas de solution sur R tout entier.

Résoudre (8) z(z — 1)y/'(z) + (x —n — 1)y(z) = 0.
On résout 'EDO (8) sur I =R — {0,1}.

—b(z) xr—n—1 n n+l

a(z)  x(xz—1) x-1 x

(décomposition en éléments simples)

1
u(r) = nln|r -1 - (n+1)In|z|=n(z —1]")+In (_|x|n+1>
(z —1)"
= ln <W +Ct€.

La solution générale sur R — {0, 1} est donc :
R
Clw siz <0,
— 1)
y(z) = Cz—(x ) si0<z <1,
.TTH—I
(z—1)"
L CSW S1 T > 1,
ou C1, Cy, Cs sont des constantes réelles arbitraires.

Or on remarque que la solution est prolongeable en une fonction C! en = 1 & condition
que : C5 = (5. On peut donc définir une solution sur R* :

_ 1)
Cl%, siz <0
x’ﬂ
y(x) = (z— 1) avec (', Cy € R arbitraires, Vo € R*.
027, siz >0
wn

En revanche lorsque x tend vers 0, la solution générale explose, donc il n’y a pas de solution
sur R tout entier.



Exercice 2. Résoudre (9) vy’ — 2y’ +y = 6xe”.

C’est une EDO linéaire d’ordre 2 a coefficients constants que I'on résout donc sur R.

— Solution de l'équation homogéne : y” — 2y’ + y = 0. C’est une EDO linéaire du se-
cond ordre a coefficients constants, donc on résout I’équation homogéne via ’équation
caractéristique associée : 72 — 2r + 1 = 0.

— Discriminant : A =4 — 4 = 0 (une racine double).
— Solution de I'équation caractéristique : r = 1.
Les solutions de 1’équation homogéne s’écrivent donc :

yn(z) = (A+ Bx)e®, Vo € R,

ol A, B sont des constantes réelles arbitraires.
— Recherche d’une solution particuliére yo par la méthode de variation de la constante :
on cherche 14 sous la forme :

w(e) = Alx)e +2B(x)e"
v(e) = Alx)er +B/(2)e + Ax)e” + Bla)(x + 1)er

On impose alors : A'(x)e” + xB'(x)e” = 0 pour éviter 'apparition des dérivées secondes
de A et B dans y{ et on réinjecte dans 'EDO (9). Ceci nous donne un systéme linéaire
de deux équations a résoudre en (A'(x), B'(x)) :

{ e A'(z) + xze*B'(x) =0 N { A'(z) + xB'(x) =0
e"A(z) + (x+1)e*B'(z) = 6xe” Az)+ (z+1)B'(z) = 6z
Alz) = —62?
= { B'(z) = 6x
A(z) = —223
= { B(z) = 32 par exemple.

Une solution particuliére de (9) est donc : yo(z) = (=22 + = x 32%)e” = 2.

Solution générale de (9) sur R :

y(r) = (A+ Bx)e” + z°”, Vz € R,

ou A, B sont des constantes réelles arbitraires.

Résoudre (10) 3" — 2y’ + 2y = 2, avec y(0) =0 et y/(0) = 1.

C’est une EDO linéaire d’ordre 2 a coefficients constants que I'on résout donc sur R.
— Solution de I’équation homogéne : y” — 2y’ +y = 0 via ’équation caractéristique associée :
2 —2r +2=0.
— Discriminant : A =4 — 8 = —4 = (2¢)? (deux racines complexes).
— Solutions de I’équation caractéristique : r =1 +1.
Les solutions de 1’équation homogéne s’écrivent donc :

yn(x) = e*(Acosz + Bsinzx), Vr € R,

ou A, B sont des constantes réelles arbitraires.
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— Solution particuliére évidente : yo(z) = 1.
— Solution générale sur R :

y(x) = e"(Acosz + Bsinx) + 1, Vx € R,

ol A, B sont des constantes réelles arbitraires.
— Conditions initiales : on impose & la solution de vérifier y(0) = 0 et /(0) = 1, soit :

A+1=0et A+ B=1, soit : A=—1let B=2.

La solution de (10) est donc :

y(x) = e"(—cosz +2sinz) + 1, Vo € R.

Résoudre (11) 2%y (z) — 2y(x) = 23.

On résout 'EDO (11) sur R*.

— Résolution de I'équation homogene : z%y”(z) — 2y(z) = 0. C’est une EDO linéaire du
second ordre a coefficients non constants. On va donc appliquer la méthode de réduction
d’ordre :

Etape 1 On "devine” une solution de I’équation homogéne en essayant en premier des
polynomes de degré 1 (¢a ne marche pas!), puis de degré 2 et 1 on trouve : y; (z) = x*
solution de I’équation homogeéne.

Etape 2 On cherche une solution y, de I’équation homogene, linéairement indépendante
de vy, sous la forme :

yo(z) = 2°C(x)

yh(x) 22C"(x) + 22C(z)
vy (z) = 22°C"(z) + 42C'(z) + 2C(2),

puis on réinjecte dans ’équation homogéne associée a (11) en se rappelant que nor-
malement tous les termes en C'(z) s’annulent entre eux (donc je ne les écris pas - sauf
éventuellement pour vérifier mes calculs...). On obtient :

*C" () + 42°C' (z) = 0, s0it : zC"(x) +4C"(x) =0
C'(z) 4 .\ cte
o -z - YW=
K 1
= C(x)= 3= 3 par exemple.

1
C' est bien non constante, donc : ys(x) = — est bien linéairement indépendante de y;
et solution de ’EDO homogeéne associée a (11).

Etape 3 La solution générale de I'équation homogéne est de la forme :
B
yn(r) = Az® + =, Vo € R*,
x
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ou A, B sont des constantes réelles arbitraires. Ou si on veut aller plus loin :

B
A2+ =L sz <0,

x

yn(z) = B
A® + 2 siz >0,

x

ou Aq, By, As, By sont des constantes réelles arbitraires.

— Recherche de la solution particuliére : étant donné que les coefficients de 'EDO ne
sont pas constants, la seule méthode a priori disponible est la variation des constantes.
Cependant, une autre méthode (non présente dans le cours) est possible ici : on remarque
que les coefficients et le second membre de 'EDO sont polynémiaux, et de degré inférieur
ou égal a 3. Il y a donc de fortes chances (mais rien de garanti) de pouvoir trouver une
solution particuliére sous la forme d’'un polynome de degré 3. On cherche donc la solution
particuliére de (11) sous cette forme :

yo(z) = az® + ba® + cx + d.

e
,b:c:d:(),soit:yg(x):z.

|

On réinjecte dans ’'EDO et on trouve : a =

La solution générale de (11) sur R* s’écrit ainsi :

B 3
A1x2+—1+x— siz <0,
T 4
y(x) = 5

B
A2+ 24+L dizso,
T 4

ou A1, By, As, By sont des constantes réelles arbitraires.

Peut-on définir une solution sur R? Si on fait tendre = vers 0, la solution générale explose
a cause du terme en % SAUF SI By = B, = 0! On impose donc :

B, =By, =0 puis Ay = Ay (pour avoir continuité, puis classe C*).

On a donc cette fois une solution sur R définie par :

La solution générale de (11) sur R s’écrit :

3
y(:L’):Al‘Q—I—%,vaR,

ol A est une constante réelle arbitraire.




Résoudre (12) t2y"(t) + ty/(t) — y(t) = t%.

On résout sur R*.

— Résolution de I'équation homogene : 2y (t)+ty' (t) —y(t) = 0. C’est une EDO linéaire du
second ordre a coefficients non constants. On va donc appliquer la méthode de réduction
d’ordre :

Etape 1 On "devine” une solution de ’équation homogéne : y;(t) = ¢ est solution de
I’équation homogéne.

Etape 2 On cherche une solution y, de I’équation homogeéne, linéairement indépendante
de yq, sous la forme :

ya(t) = tC(1)
yolt) = tC'(t) + C(t)
yp(t) = tC"(t) +2C7(1),
puis on réinjecte dans 'équation homogéne associée a (12). On obtient :
t3C" () + 3t°C'(t) = 0, soit tC"(z) +3C"(z) =0
cr'it) 3 o cle
ow -1 ¢l =%
K 1
= C(t) = — par exemple.

2
C' est bien non constante, donc : ys(t) = ! est bien linéairement indépendante de y;
et solution de 'EDO homogene associée a (12).
Etape 3 La solution générale de I'équation homogéne est de la forme :
yn(t) :At—l—?, vVt #£0,

ot A, B sont des constantes réelles arbitraires. Ou plus généralement :

B
A1t+7 sit<O0,

B
A2t+72 sit>0,

ol Aq, By, As, By € R sont des constantes arbitraires.

— Solution particuliére : comme pour 'EDO précédente, la seule méthode a priori dispo-
nible est la variation des constantes. Cependant, on remarque ici que les coefficients et le
second membre sont tous polynomiaux, et de degré inférieur ou égal & 2. On peut donc
tenter de chercher la solution particuliére gy, sous la forme d’un polynéme de degré 2 :

t2
yo(t) = at® + bt + c. On trouve alors aprés injection et identification : yo(t) = 3
La solution générale de (12) sur R* s’écrit ainsi :
B, t
A1t+71+§, sit<0
y(t) = )
By t )
A2t+7+§, sit>0

ou Aq, By, Ay, By € R sont des constantes arbitraires.
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Peut-on définir une solution sur R 7 par un raisonnement identique a celui de 'EDO précé-
dente, on montre qu’il y a des solutions sur R et qu’elles sont définies par :

La solution générale de (12) sur R s’écrit :

t2
y(t) = At + 3 vVt € R, A € R constante arbitraire.

Exercice 3. Par intégration par parties, on montre qu’une primitive de x + Inx est :
r—xlhnr —x.

. 1

Résoudre (13) y" —In(z)y — —y =0.
x
On résout cette EDO sur R%.. On remarque que (y'(z) — In(z)y(x)) = v"(x) — In(x)y'(v) —
1
—y(x). Donc PEDO (13) s’écrit encore :
x
(130)  y'(z) — In(2)y(z) = M

oll A\; est une constante réelle arbitraire. On est donc ramené a résoudre 'EDO (13b) sur R :
—b(x)

a(z)

y(a:) — )\2eaclnac—x — )\21@‘6—&:7

= In . Les solutions s’écrivent donc :

— Résolution de ’équation homogeéne :

oll Ay est une constante réelle arbitraire.
— Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliére sous la
forme : yo(z) = Ao(z)x"e". En réinjectant dans 'EDO (13b), on obtient :

Ay(z)x®e™ = A1 soit par exemple : \y(x) = )\1/ tteldt

ol a est un réel quelconque.
Solution générale de (13) et (13b) :

y(gj) = )\meeim —+ )\11‘161/ titetdt , Ve € Ri,

oll A1, A2 sont des constantes réelles arbitraires.
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Exercice 4. Trouver toutes les valeurs de a € R pour lesquelles le probléme :
y'(t) + ay(t) = 0
w
y(0) =0, y(1) =0

admet une solution y : [0,1] — R non identiquement nulle.

Il s’agit d’une EDO linéaire du second ordre a coefficients constants que ’on résout sur R
via son équation caractéristique : 72 + a = 0.

| Ler cas : @ < 0.] Alors 7 = +v/—a et la solution générale de (14) s’écrit :

y(z) = AeV™0% 4 Be=V—or,

Les conditions initiales imposent alors : A4+ B =0 et AeV~® + Be V= =0, soit : A = B = 0.
La seule solution du probléme (14) est donc la fonction nulle.

’2eme cas : a = 0. \ Alors on résout : y” = 0, soit :

y(x) = ax +b.

Les conditions initiales imposent alors : b = 0 et a = 0, soit & nouveau : y = 0.
|3eme cas : a > 0. Alors r = 4iy/a et la solution générale de 'EDO (14) s’écrit :

y(z) = Acos(y/ax) + Bsin(v/az).

Les conditions initiales imposent : A = 0 et sin(y/a) =0, d'ou : a = k*7%, k € Z, k # 0.

En conclusion, le probléme (14) avec conditions aux limites admet une solution y non
identiquement nulle si et seulement si o = k%72 k € Z, k # 0. On a alors :

y(x) = Bsin(krx),

ol B est une constante réelle arbitraire.

Exercice 5. Résoudre 22y + a2y +y =0, z > 0.

On résout cette EDO sur R. On cherche des solutions sous la forme : y(z) = 2% = e*™7,
x>0, ouaé€C. On a alors :

Y (r) = ax

y'(r) =ala—1)x

a—2
En réinjectant dans 'EDO, on obtient :
ala —1z* +az® + 2% =0, soit : a®> +1=0
D’ou : o = +1. Les solutions s’écrivent donc :
y(z) = Ax'+ Bx~'= Ae!m® 4 Be e

= Acoslnz+ Bcoslnz + i(Asinlnz — Bsinlnx)
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ou A, B € C sont des constantes arbitraires. Or on cherche des solutions réelles, ce qui implique
la condition suivante : Im y(z) = 0. Posons :

A=a+ia B=0b+1p.
Les solutions s’écrivant :
y(x) =[(a+b)coslnx + (8 — a)sinlnz| 4+ i [(a + B) coslnz + (a — b) sinln 2],

la condition Im y(z) = 0 impose : (a+ ) coslnz + (a —b)sinlnx = 0, soit : a = b et § = —a.
Autrement dit :

A=a-+ia=B.

Solution générale réelle :
y(x) =2acoslnz +2Fsinlnx = Cy coslnz + Cysinlnx

ou (4, Cy sont des constantes réelles arbitraires.
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