Correction de la feuille de révision n°2

Exercice 1.

x 20—y —3
(S1) . Y , systéme différentiel linéaire homogene a coefficients constants.
Yy = —2z+3y+1

X(t):(zg;), A:(_g _é) etF(t):(_lg).

Le systéme (.S7) s’écrit donc : X'(t) = AX(t) + F(¢).

On note:

1. Résolution du systéme homogéne: X'(t) = AX(¢).
e Valeurs propres de A:

2—X -1

PA(A):' —2  3-—2A

’:0<:>)\2—5>\+4:0.

Le discriminant de cette équation de degré 2 est: A =25 — 16 = 9 = 32.
Donc: A =1ou A =4.

e Calcul d’une base de vecteurs propres de A dans R?:

— Vecteur propre v; associé a A = 1:

A—Ig—(_; _;> , onvoitqueClJrC'g—(g), donconprendv1—<i>.

— Vecteur propre vy associé a A\ = 4:

A—4], = ( :g :1 ) , on voit que C1—2C = ( 8 ) , donc on prend vy = ( _12 ) .

e Les solutions s’écrivent donc:

X(t):aet( 1>+ﬁe4t( _;)

z(t) = ae' + Bett
y(t) = aet —2Bett

oul v et B sont des constantes réelles arbitraires et t € R.

soit:



. Solution particuliére: les coefficients et le second membre du systéme étant constants,
on peut se contenter de chercher une solution particuliére constante sous la forme X (t) =

a . ) . o .
( b ), on doit donc résoudre le systéme linéaire suivant:

2a —b=3
“ ,  soit A(a):< 3 )
—2a+3b= -1 b —1

Ici la matrice A est inversible, donc le systéme précédent admet une unique solution que

“):(2,1).

l'on calcule facilement: ( b

. Solution du systéme (S)):

soit:

ou « et [ sont des constantes réelles arbitraires.

-t (1) () (3)

z(t) = aet+ Bett +2
y(t) = ae' —2pe* +1




¥ o= y+t?
(S2) , Systeme différentiel linéaire & coefficients constants.
y = x—1

w-(3) a-(13) we (%)

Le systéme (.Sy) s’écrit donc également X'(t) = AX(t) + f(1).

On note:

1. Résolution de I’équation homogéne: X' = AX.

e Valeurs propres de A:

-2 1

Pa(A) = ’ 1 —)

’:0@))\2—1:0

Donc A=1o0u A= —1.
e Calcul d'une base de vecteurs propres de A dans R?:

— Vecteur propre vy associé a A = 1:

A—IQ:(_i _i),onvoitqueCl%—Cg:(g), donconprendvlz(i).

— Vecteur propre vy associé a A = —1:

A‘i‘[Q:(i 1)’Onvoitquecl—CQZ(?))’dODCOHpI‘endU2:<_11>.

e Les solutions de 1’équation homogéne s’écrivent donc:

Xh(t):aet<1)+ﬁe_t( _})

2. Recherche d’une solution particuliére X, par la méthode de variation de la constante.
On cherche X sous la forme:

Xo(t) = a(t)et< | ) +5(t)et( B )

= aft)elvy + B(t)e v,

Calculons:
AXo(t) = a(t)eAvy + B(t)e !t Avy

= a(t)elvy — B(t)e vy

puis on dérive X, par rapport a t:
Xi(t) = d(t)etvy + B'(t)e vy + alt)elvy — B(t)e oy
= (t)e'vy + B/ (t)e vy + AXo(t)

En réinjectant dans le systéme (53) i.e. en écrivant: X (t) = AXo(t) + f(t), on obtient:

ae (1) +s0e(_y) = s

3



soit & résoudre:

e (1) 0 1) =( )

Réécrivons cette équation sous la forme d’un systéme linéaire en (o/(t), 5'(t)) a résoudre:

e (t) +ep'(t) = 2 x1 | x1
+ —
el (t) —e tp'(t) = —t? x1 | x1

Par élimination, on obtient alors:

{o/(t) = 0
ﬁ/<t) — t2€t

(t? — 2t + 2)e’ par exemple. Une solution

On intégre et on trouve: «a(t) = cte = 0 et G(t)
particuliére du systéme (S3) est done: Xo(t) = (2 — 2t + 2) < _i > :

3. La solution générale de (S,) s’écrit donc:

X(t):ozet(i)—l—ﬁe_t( _1)+(t2—2t+2)<_1).

soit:
{ z(t) = aet+Bet+t2—2t+2

y(t) = et —Be t —t*+2t -2

ou « et B sont des constantes réelles arbitraires.




r = T

(S3) y = x4+ 3y— 2z systéme différentiel linéaire homogéne a coefficients constants.
7 = x+2y
On note:
2(t) 10 0 0
Xt)y=1| y) |, A= 1 3 -1 et f(t)=1 0
2(t) 12 0 0
Le systéme (S3) s’écrit donc également: X'(¢) = AX(¢)

e Valeurs propres de A:

1-x 0 0
PsN=| 1 3=X —1[=0&1-N)2-A3-2X)=0.
1 2 -\

Donc: A=1o0u A —3\+2=0ie.: XA =1 (valeur propre double) ou A = 2.
e Calcul d’une base de vecteurs propres de A dans R3:

— Vecteurs propres (v1,v9) associé a A = 1:

00 O
A-L=|1 2 -1
1 2 -1
0 1 0
On voit que C1+C3=Cy+2C35=| 0 |,donconprendv; = | 0 |etwvy=1] 1
0 1 2
— Vecteur propre vz associé a A = 2:
-1 0 0 0 0
A-215 = 1 1 —1 , on voit que Cb+C5= | 0 |, donc on prend vz = 1
1 2 =2 0 1
e La solution générale s’écrit donc:
1 0 0
Xt)y=ac [ 0 | +8e | 1 | +~e*| 1
1 2 1

soit:
z(t) = ae
y(t) = e’ + e
2(t) = (a+28)e + ve*

ol «, 3 et vy sont des constantes réelles arbitraires.




¥ = —r4+y+z-1
(S4) Yy = xz—y+z—1 systéme différentiel linéaire a coefficients constants.
2= rv+y—z2-1
Le systéme (Sy) s’écrit également: X'(t) = AX(¢) + f(¢) en notant:

(t) -1 1 1 ~1
Xt =1yt |, A= 1 -1 1 et f(t)=| —1
2(t) 1 1 -1 ~1

1. Solution de I’équation homogéne: X'(t) = AX(¢).

e Valeurs propres de A : la matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable & valeurs
propres réelles que 'on calcule:

—1-X 1 1 0 24X 1—(1+))?
1 —1- 1 =0,ie: [0 —2—2)\ 2+ A =0.
1 1 —1- 1 1 —-1-A

soit: (24 A)?+ (2+ A)(1 — (1 + A)?) = 0. Donc:

A = —2 (vp double)
A=-"20uXN+A-2=0 ie: ou
A=1

e Calcul des vecteurs propres de A :

— Vecteur propre vy associé a A = 1:

-2 1 1
A— I3 = 1 —2 1
—2
0 1
On voit que C; +Cy+C5=1 0 donc on prend v; = [ 1
) o 1
— Vecteurs propres (vs,v3) associé a A =
1 11
A+23=11 1 1
1 11
0 1
On voit que C; — Cy = C] — O3 = 0 |, donc on prend v, = -1 et
0 0
1
V3 = 0
—1



e La solution du systéme homogéne s’écrit donc:

1 1 1
Xpy(t)=ac' | 1 | +B8e2| =1 | +vye* 0
1 0 —1

2. Solution particuliére: X' = AX + f admet ici une solution évidente: Xy (t) =

3. Solution générale:

1 1 1 1
Xt)=ae' [ 1 | +8e72 | =1 | +7e 0]+ 1
1 0 -1 1
soit:
z(t) = 1+ ae' + Be? + e 2
y(t) = 1+ aet — Be
2(t) = 1+ aet —ye
ol «, [ et v sont des constantes réelles arbitraires.




(S5) {x’l = x4+

Ty = —I1 + 29

X(t)_<x2(t)>’ A_(—l 1) ot f(t)
Le systéme (Sy) s’écrit donc également: X'(t) = AX(¢).

e Valeurs propres de A:

‘ 1__1A 1iA ‘ =0, ie: A —2X+2=0.

Donc: A=14+70ul=1—1.

e Calcul d’une base de vecteurs propres de A dans C?:
— Vecteur propre v; associé a A =1+ i:

A—(14+i)1, = ( __12 _t. ) , on voit que C1+iCy = ( 8 ) , donc on prend v; = < 1 ) :

— Vecteur propre vy associé a A =1 —a:

A—(1—i)ly = ( _; 1 ) , on voit que C;—iCy = ( 8 ) , donc on prend vy = ( _12 ) )
e Les solutions complexes s’écrivent donc:

X(t) = e+ ( 1 ) Bel—0t ( _i )

oll & et [ sont des constantes complexes arbitraires. Mais la solution cherchée est réelle
donc: Z(t) = z(t) ce qui implique: = a et:

X(t) = ael+t ( 1 ) + qel=t ( 1 )
2 —1

On écrit maintenant: « = re ot r et 6 sont de nouvelles constantes arbitraires mais réelles
cette fois, et on obtient:

i(t+0 —i(t40
X(t) — ret (ez‘(t+9) ( 1 ) +e_i(t+9) ( _i )) et ( ie(t+ ) 4 o—it+0) )

(ez‘(t+9) _ e—i(t-‘r@))

D’ow:
ot cos(t +6)
X(t) = 2re ( —sin(t + 6) )
soit:
x1(t) = 2re'cos(t+6)
zo(t) = —2retsin(t+0)

ol 7 et 6 sont des constantes réelles arbitraires.




Exercice 2.

On veut résoudre 'EDO:
y/l/+y//_y/_y:0'

1. (a) On pose: 1 =y, v9 =y et z3 = y”. Donc:

Ty Y T
/ _ 2 _

Ly | = Y = T3

:13/ " T+ 20—
3 Yy 1 2 3

L’EDO a résoudre s’écrit donc sous la forme d’un systéme différentiel linéaire d’ordre
1 & coefficients constants:

i 01 0 1
(9) =100 1 X9
xh 11 -1 T3
01 0
(b) Valeurs propresde A= | 0 0 1
1 1 —1
-\ 1 0
0 -\ 1 =0, ie: =N -XN4+A+1=0.
1 1 —1-A
Donc: A = —1 (valeur propre double) ou A = 1 (valeur propre simple).
(c) Calcul des vecteurs propres de A dans R?:
e Vecteur propre v; associé a A = 1:
-1 1 0
A—1I3;= 0 —1 1
1 1 -2
0 1
On voit que C1 +Cy+C3=1 0 |, doncon prend v; = | 1
0 1
e Vecteur propre v, associé a A = —1:
011
A+L=|1 0 1
1 10
0 1
On voit que C1 — Cy+C3 =1 0 |, donc on prend v, = | —1
0 1

On remarque que 'on ne trouve qu’un seul vecteur propre associé & A = —1, ce qui

est normal car A n’est pas diagonalisable (& vérifier en calculant la dimension des
sous-espaces propres via le théoréme du rang).




(d) Si on suit naivement le cours, la solution générale du systéme (S) s’écrirait donc:

T 1 1
x9 | =4t | 1 | +Bet| —1
T3 1 1

soit:
y(t) = Ae' + Be ™.

Or on remarque que la solution y trouvée ne dépend que de deux constantes arbi-
traires A et B alors qu’on en attendait trois (EDO d’ordre 3). On a trouvé deux
solutions de 'EDO initiale: y;(t) = €', y2(t) = e~*. 1l faut donc en trouver une
troisiéme qui soient linéairement indépendante de y; et y».

(e) On vérifie que y3(t) = te™" est solution de (F), linéairement indépendante de ¢ — €
et t — e" en effet si on a:
ayr + bys + cys = 0,

alors:
Vt €R, ae' + (b+ct)e t =0 soit (sans détailler...): a=b=c=0.
Donc la solution générale de (E) s’écrit:
y(t) = Ae' + Be " + Cte™" = Ae' + (B + Ct)e™
ou A, B et C sont des constantes réelles arbitraires et t € R.

2. Etant donné que (E) est une EDO linéaire d’ordre 3 a coefficients constants, on aurait
pu procéder comme en cours pour les mémes EDO mais d’ordre 2. A savoir: on cherche
des solutions de (F) sous forme exponentielle: y(t) = e™. On réinjecte dans (E) et on
obtient comme condition:

P4rt—r—1=0

qui est en fait I’équation caractéristique de 'EDO d’ordre 3. On la résout : la difficulté
est qu’on ne dispose pas de méthode pour résoudre une équation de degré 3 (et c¢’est pour
cela qu'il vaudra mieux passer par les systémes différentiels d’ordre 1). Ici on "voit" deux
solutions évidentes: r =1 et r = —1 et en écrivant:

Pt —r—1=-1Dr+1)>%

on en déduit que r = 1 est racine simple et » = —1 racine double. Donc on a deux
solutions de (F) sous forme exponentielle:

p)=e et yt)=e,

Comme I'EDO est d’ordre 3, il nous manque une troisiéme solution y3 linéairement in-
dépendante des deux premiéres et on termine comme a la question précédente.
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