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Fonctions Polynomes et Fonctions Rationnelles

1 Fonctions polyndémes

1.1 Définition et propriétés

On appelle fonction polynéme (ou polynéome tout court, par abus de langage) a
coefficients dans R (resp. C) toute fonction définie sur R (resp. C) de la forme :

P(z) = apa" + - - + a1z + ag

avec : Vie{0,1,---,n}, a; € R (resp. a; € C).

Définition 1.1. On a les définitions suivantes :

o Le degré de P est la plus grande puissance de v qui apparait dans P(z). On le
note d(P) ou deg(P).

e La valuation de P est la plus petite puissance de x qui apparait dans P(x). On la
note v(P) ou val(P).

e Le terme constant de P(x) est ap.

e On dit que P est unitaire si le coefficient du terme de plus haut degré (a,, si
d(P) =n) est égal a 1.

Exemple 1.1.
1. P(z) = bz* — 42® + 3x + 2 est un polynéme non unitaire de degré d(P) = 4 et de

valuation v(P) = 0. Son terme constant est 2.

2. On considere les polynomes Py(x) = 4a3 — 2x, Py(z) = 2% — 222 — 3 el Py(x) = 4.
Donner le degré, la valuation et le terme constant de ces polyndémes et préciser si
elles sont unitaires ou non.



Notation.
1. On note Rlz| lensemble des polynomes a coefficients réels et Clz]| I’ensemble des
polyndomes a coefficients complexes.
2. De méme, on note R,[x] (resp. C,[x]) le sous-ensemble de R[x] (resp. Clz]) formé

des polynomes de degré au plus égal a n.

3. On appelle polynéme nul et on note Ogp,) le polyndme dont tous les coefficients
sont nuls. Par convention, d(Ogjy)) = —00 et v(Ogpy)) = +00. Attention : P(x) =
ap # 0 est de degré 0.

1.1.1 Opérations élémentaires

Soient A et B dans Rz] (resp. Clz]). On note (ax)ren (resp. (br)ren) les coefficients
de A (resp. de B).

e La somme de A et B est un polynome S dont les coefficients si, k € N sont donnés
par : s = aj + b, k € N. Plus généralement, pour tous réels \ et u, N\A + uB est
un polynome dont les coefficients sont donnés par : Aay + ubg, k € N.

On vérifie que :

d(A+ B) <max{d(A), d(B)} et v(A+ B) > min{v(A), v(B)}.

e Les polyndémes A et B sont égaux si leur différence est le polynome nul. Cela
revient & dire que tous leurs coefficients sont égaux.

e Le produit de A et B est un polynome P dont les coefficients notés py, k£ € N sont
k

donnés par : pp = E a; by_;.
i=0
On vérifie que :

d(AB) =d(A)+d(B) et v(AB) =v(A) + v(B).

e Le quotient de deux polynomes n’est en général pas un polynoéme. Il suffit de consi-
dérer la fraction : 1/x. Cependant, exactement comme pour les nombres entiers,
il est possible de définir des divisions de polynomes avec restes. Nous présentons
ci-dessous la forme la plus utile pour la suite : la division euclidienne.



1.2 Division euclidienne des polyndémes

Théoréme 1.2. Soient A et B deux éléments de Rx] (resp. Clz]), avec B # Ogjy).
11 existe un unique couple (Q, R) d’éléments de R[z| (resp. Clz]) tels que :

{ (i) A=BQ+R,
(i4) d(R) < d(B).

Le polynome A s’appelle le dividende, B le diviseur, () le quotient et R le reste de
la division euclidienne de A par B.

Lorsque R = Og[y], on dit que B divise A.

On appelle polynéme irréductible tout polynome A de degré > 1 tel que s’il existe un
polynome B tel que B divise A, alors il existe « € R (ou C) tel que B = o ou B = aA.

Exemple 1.2. Effectuons la division euclidienne de A(x) = z*—3x+1 par B(z) = 22+1.
Ici, on a d(A) > d(B). On “pose” l'opération de fagon analogue & ce que l'on fait pour la
division euclidienne des entiers :

xt -3z +1 |2? +1

— (2t +z?) 2 —1
—r? =3z +1
)
—3xr  +2

On obtient donc z* — 3z + 1 = (2% + 1)(2® — 1) + (=3x + 2).

Remarque 1.1. Si l'on choisit A et B tels que d(B) > d(A), on aura Q = Ogy et
R = A, par suite de lunicité de la division euclidienne.

Exercice 1.3. Effectuer la division euclidienne de
1. Ay(x) = 22% — 32+ 2 par By(x) = —2* — 3w + 3,
2. Ag(z) = a* — 32® + 1 par By(z) = 2% + 1,
8. Az(x) =z + 1 par By(x) = 2? — 3.



1.3 Factorisation des polynémes
1.3.1 Racines d’un polynéme

Définition 1.4.
e On dit que o € R (resp. C) est racine de A € R[z] (resp. R[z]) si A(a) = 0.

e On dit que P € Rx] (resp. R[z]) est scindé dans R (resp. C) si P admet toutes
ses racines dans R (resp. C).

Théoréme 1.5. o € K est racine de A € K[z| si et seulement si x — o divise A.

Exemple 1.3.

1. P(x) =22%— 62 +4 a pour racines 2 et 1. On peut le voir :
- en calculant P(1) = P(2) =0,
- en écrivant P sous la forme P(x) =2 (z —2) (x — 1),

6++62—4x2x4
2 x 2 '
2. 2° +1 n'a pas de racines dans R. Il a deuz racines +i et —i dans C.

- par la formule du trindéme qui donne les racines ri o =

Remarque 1.2. On sait calculer explicitement les racines d’un polynéme de degré 1 ou
2. On peut trouver des formules qui fournissent celles d’un polyndéme de degré inférieur
ou égal a 4, mais au-dela, c’est impossible. On doit chercher des racines évidentes
et factoriser le polynéme.

Exemple 1.4. Une racine du polynome x® — 622 4+ 12x — 8 est 2. La division euclidienne
de x3 — 62% + 122 — 8 par x — 2 s’éerit :

x> —62% +122z -8 r =2
— (2 —22?) 2 —dx +4
—4x% +120 -8
—  (—42® +8x)
4x -8
- (4 —8)
0

Comme par ailleurs, ¥® — 4x + 4 = (z — 2)?, on obtient 2° — 62* + 12z — 8 = (x — 2)3.



1.3.2 Racines multiples

Définition 1.6. On dit que « est racine d’ordre k de P(x), ou encore que l'ordre de
multiplicité de la racine o est k, si (x — a)* divise P et (x — «)*! ne divise pas P.

Lorsque k£ = 1, on dit que la racine est simple.

Proposition 1.7.

a racine d’ordre k <= 3Q € R[z], P(z) = (r — a)* Q(z) ot Q(a) #0.

Proposition 1.8.

o racine d’ordre k <= P(a) = P'(a)=...= P* V() =0e P®(a)#0.
Exemple 1.5.
1) 2 est racine triple (k = 3) de x* — 62* + 12z — 8.
2) Déterminer les racines de Q(x) = x® — 7z* + 152 — 9. Préciser leur ordre de
multiplicité.

Théoréme 1.9. Un polynome de degré n > 0 posséde au plus n racines comptées avec
leur multiplicité.

Corollaire 1.10. Si le polynome P € K, [z] posséde | > n racines, alors P = Ok

Corollaire 1.11. Deux polynémes A et B de méme degré n qui prennent des valeurs
égales en n + 1 points distincts sont égauz.



1.3.3 Le théoréme de d’Alembert

Théoréme 1.12. Tout polynome P € C[z]| de degré n > 1 admet exactement n racines
dans C (distinctes ou non), i.e. tout polynéme P de C[x| est scindé dans C.

Conséquence : Les polynomes unitaires et irréductibles de C sont de la forme z — «
avec a € C.

1.3.4 Somme et produit des racines d’un polynéme

b+ Vb —4ac

2a

Les racines 71 et ro du trindme ax? + bx + ¢, qui s’écrivent T2 =

vérifient les relations suivantes :

c
7’1—1-7“2:—5 et nry = (1)

Les relations (1) se généralisent & un polynome de degré quelconque.

Théoréme 1.13. Soit P(x) = a, 2" + ...+ ag un polyndme scindé dans K. Notons r;,
1 <i < n les racines de P, comptées avec leur multiplicité. Alors,

- a
. n—1
i) E ri = —
a
i=1 n
Qo

ii) H ri=(—1)" 2.

Qp

Remarque 1.3. Revenons aux racines d’un polynome de degré 2.
1. En notant S =1, + 19 et P =111y on a ry et vy racines de x> — Sz + P.

2. De méme, sia € C, on a a+ a =2 Re(a) et aa = |a|* donc a et a sont racines
de 22 — 2 Re(a)x + |a|?. Par suite (z — o)(z — a) = 2% — 2 Re(a)z + |af*.

1.3.5 Racines complexes des polyndmes réels

Si on considére un polynome P de R[x] de degré n > 1, celui-ci peut aussi étre vu
comme un polynéme de C[z], il admet donc n racines distinctes ou confondues dans C
(d’aprés le théoréme 1.12).

Théoréme 1.14. Soit P un polynome de R[z| de degré n > 2 et o une racine compleze
de P de multiplicité k > 1. Alors, & est également racine de P de multiplicité k.



Corollaire 1.15. Si P € Rz]| est de degré impair n = 2m+ 1, il a au moins une racine
réelle.

Démonstration. D’aprés la propriété précédentes, les racines complexes sont deux a deux
conjuguées. Il en résulte que tout polynéome P a coefficients réels admet un nombre pair
de racines non réelles. Ainsi, un polynéme P appartenant a R[z] n’ayant pas de racines
réelles est de degré pair d’ou le résultat par contraposée. O

Conséquence : Les polynomes unitaires et irréductibles de R|z] sont de la forme x —a
avec a € R ou de la forme 22 — sz + p avec (s,p) € R? tels que s> —4p < 0.

1.3.6 Factorisation

Théoréme 1.16.

1. 81 P € Clz| est de degré n, alors il s’écrit de la maniére suivante :

P(x) = ay (x —a)f ... (x — )" (2)

ol o, ..., aq sont les racines complexes de P et ky, ..., k; leur multiplicité respec-
tives, telles que k1 + ...+ k = n.

2. Si P € Rlx] est de degré n, alors il s’écrit de fagon unique (4 Uordre prés des
facteurs) sous la forme :

P@)=an(x—a)? ... (z—a)f (2 —siz+p) ... (22— spma +pw)t™, | (3)

avec

(i) o, ..., a; les racines réelles de P, et ki, ..., k; leur multiplicité respective,

(ii) S1, ..., Sm €L D1, .., Py Téels, tels que V1 < i <m, s? —4p; <0,

(iii) ki, ..., kny el ty, ..., t, des entiers naturels tels que ky + ...+ k + 2 (t; +
coot i) =n.

On obtient la forme (3) en regroupant deux a deux les facteurs de la forme (z — ) (z — @)
de la factorisation (2). La forme (2) (respectivement (3)) s’appelle la décomposition en
produit de polynémes irréductibles du polynoéme P dans C|x] (respectivement dans
R[x]), ou plus généralement factorisation dans C[z| (respectivement dans R]z]).

Exemple 1.6.

1. Les décompositions en produit de polynomes irréductibles de P(x) = x* — 1 sont
- P(x)=(x—1) (x+1) (2 + 1) dans R[z],
-Px)=(x—1) (x+1) (xr—1) (x +1i) dans C[x].
2. Les décompositions en produit de polynomes irréductibles de P(z) = x* + 222 + 1
sont
- P(z) = (22 +1)* dans R[z],
- P(z) = (z —i)* (z +14)* dans C[z].
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3. La décomposition en produit de polynomes irréductibles de P(x) = x* —22%+1 est
P(z) = (z+1)? (z — 1)? dans R[z] comme dans C|x].

Exercice 1.17. Donner les décompositions en produit de polyndmes irréductibles dans
R[z] et dans C[z] des polynémes suivants x* — 4, z* + 42* + 4 et x* — 42? + 4.



2 Fonctions rationnelles

Le quotient de deux fonctions polynomes ne définit généralement pas une fonction
polyndome. Ceci nous améne a introduire une nouvelle famille de fonctions : les fonctions
rationnelles. Ces derniéres interviennent fréquemment dans certaines disciplines d’ingé-
nierie comme le traitement du signal par exemple. Du point de vue mathématique, on a
en particulier besoin de les décomposer en éléments simples en vue de les intégrer.

2.1 Définitions

2.1.1 Fonctions rationnelles

P
On appelle fonction rationnelle toute fonction de la forme F' = — ou P et () sont

des fonctions polynomes, avec @) # Ok(). La fonction rationnelle F' est nulle si P = Ogj,).

On note K(z) I’ensemble des fonctions rationnelles sur K (K =R ou C) :

K(z) = {g (P.Q) € (KL)%, Q # OKM} | (4)

Avant d’envisager d’étudier certaines propriétés de ces fonctions, il faut réfléchir & leur
domaine de définition. A priori, on peut penser que c¢’est I’ensemble K privé des racines
de ) dans K. Cela n’est pas tout-a-fait aussi évident. Il existe en effet plusieurs fagons
d’écrire une méme fonction rationnelle.

Exemple 2.1.

P
Soit P(x) = 2> +x — 2 et Q(x) = 2* + 5x + 6. La fonction F(x) = ngi de R(x) peut
x
s’écrire sous la forme
>+ —2
Flg) = ——~ — 5)
(z) 22+ 51+6 (5)

Elle n’est pas définie pour les racines de (), c’est-a-dire —2 et —3, puisque
Q(x) = (r+2) (x+3). Mais P(x) = (x — 1) (x + 2) donc —2 est également racine de P.
Pour toute valeur de x différente de —2, on peut simplifier F' en divisant numérateur et
dénominateur par v + 2, et

-1 P(x)
S x4+3 Qi)

F(z) , Vo #2etx # —3. (6)

On peut alors prolonger F par continuité en x = 2 en posant G(x) = gll((i)), Vo # —3.

Dans la pratique, par abus de notation, on continuera a appeler F' ce prolongement, et on
travaillera sur ce dernier, pour lequel le domaine de définition est plus grand.



On appelle forme irréductible d’une fonction rationnelle F' € K(x) toute forme de
F = — ou P et @ sont deux fonctions polynomes n’ayant aucune racine commune dans

C. Cette forme est unique pour toute fonction rationnelle non nulle si () est unitaire.

2.1.2 Zéros et poles

P
Soit F' = 6 une fonction rationnelle sur K écrite sous forme irréductible, on dit que :
- les racines de P sont les zéros de F',

- les racines de () sont les poles de F'.

Si F est une fraction rationnelle & coefficients réels, le domaine de définition de F’ est
I’ensemble R privé des poles réels.

2.1.3 Partie entiére

P
Soit F' = — une fonction rationnelle écrite sous forme irréductible.

Q
La division euclidienne de P par @ s’écrit alors P = FQ + R avec d(R) < d(Q).

On peut donc écrire :

P FE R R

= Q—+ =F4+ —.

Q@ Q Q@
On appelle partie entiére de F' le quotient E de la division euclidienne de P par (). Par
unicité du quotient et du reste de la division euclidienne, la partie entiére d’une fraction

P
rationnelle F' = 0 est nulle si d(P) < d(Q).

Autrement dit, une fraction rationnelle s’écrit toujours sous la forme de la somme d’un
polynome, éventuellement nul, qui est sa partie entiére, et d’une fraction irréductible R/Q
telle que le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du dénominateur.

2 _3z+1
Exemple 2.2. Soit F(x) = %
l’ J—

celui du dénominateur, I admet une partie entiere non nulle. On la calcule en effectuant
la division euclidienne de 2°> — 3x + 1 par v — 2, soit

. Comme le degré du numérateur est supérieur a

?—3r+1=(r-2) (z—1)—1.

2 —3r+1 1
Sl N .
r—2 T — 2

La partie entiére de F' est donc x — 1, et

10



2.2 Décomposition en éléments simples

2.2.1 Eléments simples

Un élément simple est une fraction rationnelle de la forme

A
:@,

avec () polynome unitaire irréductible et d(A) < d(Q).

F k>1

Y

Dans C(z), il y a un seul type de polynéome irréductible et d’élément simple :
- Polynome unitaire irréductible : z — «, (a € C),
- Eléments simples :

a

W, aetadans(c
r— o

Dans R(z), il y a deux types de polynémes irréductibles :
1. éléments simples liés & un binome irréductible a coefficients réels :
- Polynome unitaire irréductible : x — a, (o € R),
- Eléments simples :

a

———, aetadans R
(z — )™

2. éléments simples liés a un trindme a coefficients réels, irréductible dans R :
- Polynéme unitaire irréductible : x* + px + ¢, (p, q € R tels que p* — 4¢q < 0),
- Eléments simples :

ar +b
(22 + px + q)F’

a, b, p, ¢ € R tels que p* —4g < 0

2.2.2 Principe général

P
Soit ' = —
Q

() est unitaire.

une fonction rationnelle écrite sous sa forme irréductible. En particulier,

1. On effectue dans un premier temps la division euclidienne de P par ). On obtient
F=F-+ % avec d(P;) < d(Q). On note que cette étape intervient seulement si
d(P) > d(Q) puisque si d(P) < d(Q), E=0et P, = P.

2. On factorise @ en produit de facteurs unitaires et irréductibles dans K.

La factorisation étant différente dans C et dans R, on est donc amené a distinguer ces
deux cas.

11



1. Décomposition dans C : Dans ce cas,

Q=(x—a)™(x—a)™...(r—a)™

La décomposition de F' en éléments simples sur C s’écrit alors :

ai aq,
F=F+4+—“ 4 4 —tm__
T — (r —aq)m™
+
Qg1 A m,
r—ap (r—ay)™
‘oa a
k,1 k,m
=E+) —— .
T — Qg (x — ay)m*

ou les coefficients aj; sont des nombres complexes. On peut vérifier que cette
écriture est unique.

2. Décomposition dans R : Dans ce cas,
Q= (r—a)™(x—a)™... (x—a)™@*—six+p)"... (2% = s,z +p)"

La décomposition de F' en éléments simples sur C s’écrit alors :

ak,1 Ak,m
+;x—ak+ +(a:—ozk)mk

T

bklI—f—Ckl bkth+cktk
+ + ...+ : :
Z 2 — ST + pi (2% — spx + pg)t

Les coefficients ay, ;, by ; et c;; sont ici des réels et 14 encore, on a unicité de la
décomposition.

2.2.3 En pratique

Dans cette partie, nous présentons les étapes et techniques principales permettant de
calculer une décomposition en éléments simples.
Il est important de noter qu’il y a plusieurs méthodes pour calculer les coefficients de la
décomposition et que le choix et 'ordre d’utilisation de ces derniéres n’est pas toujours le
méme. En fonction de la forme de la fonction rationnelle & décomposer, il faut essayer de
choisir celles qui limiteront les calculs.

1. Ecriture de la forme générale de la décomposition.
Cette premiére étape nécessite :
(a) le calcul de la partie entiére de P/Q,

(b) la factorisation de @ en produit de facteurs irréductibles dans R[z| (resp. C[x])
selon que l'on demande de décomposer dans R(z) ou C(z).
Il faut faire attention & certains piéges, comme par exemple
1

1
o) = @ - - e e =D
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La décomposition de Fi a donc la forme suivante :
ai by C1

Fi(x + + .
1 )(x+1)2 (x+1) " (z—1)
Ci-dessous, d’autres exemples : ; p
1 as 2 Cox + do
F. =————=—"4+ -4+ ——dans R
2(2) 2?2 (x241) = 22 22+1 ans R(z),
1 az by €2 E
F. =———= -4+ = dans C
2(7) 22 (x241) = 22 x—1i + T+ ans C(z),
1 as bg C3 d31’+€3
F = —————=—+—+—=+ ———— dans R(z).
() »(x?2+1) x a2 23 21 o (=)
x4+ 2 Qy b4 Cy d4
F. = = :
) = T e ro1 i s @rdE Grap
F(ZE)_ $2+1 _% b5£IZ'+C5 d5£13'+€5
T e (@ +1)? w 2?+rx+1  (24+x+1)%

2. Calcul des coefficients :
La premiére chose a éviter est de réduire au méme dénominateur. Cette méthode
génére le plus souvent des calculs longs et compliqués. Des méthodes généralement
plus efficaces sont présentées ci-dessous :
(a) Parité de la fraction :
Lorsque F' est paire ou impaire, on peut trouver des relations entre les coeffi-
cients qui réduisent les calculs.
i. F, est paire définie sur R*, donc pour tout z € R*, Fy(z) = Fy(—x); pour
sa décomposition réelle, on pourra écrire :

az by crtdy  —ay by —cr+dy
x a2 2+1 oz x2 2 +1
Par unicité de I’écriture on en déduit que ay = —as et ¢ = —co, donc que
as = co = 0. Il ne reste qu’a chercher b, et dy tels que
by dy
Fy(x)=—= )
>(7) 2 12+1
On serait arrivé a la méme conclusion en remarquant que Fy(z) = G(2?)
1
avec G(u) = ———.
() u(u+1)
ii. F3 est impaire et vérifie F3(z) = —F3(—x) pour z non nul. On en déduit
a: c dsx
Fia) =24+ %4

v x4 1
(b) Multiplication par (z — )" :
Pour un pole a de multiplicité k£, on commence par calculer le coefficient du

1
terme W Pour cela, on multiplie la fonction par (z — ), on simplifie
r—a«
I’expression obtenue avant de prendre sa valeur pour r = « :

i. En calculant G1(z) = (x 4+ 1)? Fi(x), on obtient I'identité

1 c1 (x+1)2
1() @—1) ar+b(z+1)+ @—1)
. 1 1
puis a1 = ——— = —g, en prenant la valeur Gp(—1).
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ii. En calculant (x — 1) Fj(x), on obtient I'identité

1 ap(x—1) by (z—1)
= +Cla
(x+1)2 (x+1)2 (x+1)
. 1 1
puis ¢; = m = Z__L

On a réduit le probléme et il reste a calculer by tel que

1 by 1
2@t 1) (wr1) A -1)

Fl(JZ) = —

iii. En appliquant cette méthode, on vérifie que

1 ds

F: = —

2() x? i 22 +1

1 1 1 1

F: == — — d C t not

2(2) 2?2 (22 +1) 22 2i(x—1) o (z+1) ans C(x), et notre
travail est terminé. On peut se servir de ce résultat pour trouver la
décomposition de F, dans R(x),

dans R(x),

1 1 1
S 7
2?2 (22+1) 22 22+1 (7)
1 as 1 dg[E
Fyz) = —— =84 = dans R(z).
() (22 +1) =z +x3 PRI T (%)
3 b4 Cy 1
F = .
7y s ey Rl v R Y prova
1 b d
F5(.I'):——|——|— 5LL’+C5 5$+65

x 2+r+1 (224+2x+1)2%
(c) Passage a la limite en +oo :
On peut obtenir des relations entre les coefficients encore inconnus en multi-
pliant F(x) par x ou 2% avant de faire tendre x vers +oo.

1
lim z Fi(x) =0=0, + 1 fournit la valeur de b; et permet de conclure,
T—r00

1 1 1 1

Gt 1@ —1) 2@+1)P 4@+ d@-1)

lim 2% Fy(z) = 0 = 1 + dy fournit dy = —1, et permet de retrouver (7).

T—00
lim z F3(x) = 0 = a3 + d3, donc d3 = —as.
T—r00
3
zh_}ralox Fy(z)=0= o + by, fournit
3 3 1
Fy(x) = - -

6i(r—1) 6d(z+3) (@432 d@+3p

lim x F5(x) = 0 = 1 + bs fournit b = —1.

T—00
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(d) Valeurs particuliéres :
On obtient d’autres relations entre les coefficients en prenant des valeurs par-
ticuliéres de x (différentes des poles!) :

d
F3(1) = 5= as + 1+ 53 , avec d3 = —ag permet de conclure :
1 1 . 1 n T
(2 +1) oz 23 2241
Fy(=2)=0= L 3—1— +1 t égal td l :
] =0=—c "6 C4 1 permet également de conclure :
T+ 2 B 3 3 3 . 1
(x—1)(x+3)3 64 (x—1) 64 (x+3) 16(x+3)2 4(x+3)3
1 — d
F5(x) = p + 2 f—l_fl = Z—I:C—i_—i-eg)l)? posséde encore 3 coefficients incon-

nus. Il faut choisir 3 valeurs particuliéres pour obtenir un systéme linéaire
dont les inconnues seront ces coefficients. En choisissant par exemple les
valeurs —1, 1 et —2, on est conduit au systéme :

Cs —d5 +€5 = =2
3 Cs +d5 +es = —4
3 Cs —2 d5 +es = —4

En soustrayant la deuxiéme et le troisiéme équation, on obtient ds = 0. On
reporte ensuite cette valeur dans la premiére et la deuxiéme équation :

Cs +es = —2
3 cs +es = —4
fournit par soustraction ¢ = —1, puis e5 = —1. On a obtenu :
2t +1 1 x+1 1

c(2+z+1?2 2 2+c+1 (@@+z+1)2

Exercice 2.1. Décomposer en éléments simples dans R[x] la fonction rationnelle :

_21’4—2332—1—3

F(z) rd — 222 +1
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