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@ Deinitions
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Introduction

Intuitivement la notion d’intégrale correspond a I'aire algébrique
comprise entre le graphe d’une fonction, I'axe des x et deux droites
paralleles a 'axe des y.
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On parle d’'intégrale simple d’une fonction f lorsque :

e lintervalle d’intégration est un segment [a, b]
(intervalle fermé borné) ;

e la fonction f est définie, sauf peut étre en un nombre fini de
points de [a, b],
e la fonction f est bornée sur Dy N [a, b], c’est-a-dire

IM € R;Vx € Dy [a, b], |f(x)| < M.

On dira que f € B([a, b]) pour désigner une fonction ayant ces
propriétés.

Définition

On dit que f est intégrable sur [a, b] si f: f(x)dx < +oco0. On note

Z([a, b]) 'ensemble des fonctions de B ([a, b]) intégrable sur [a, b].



9 Propriétés des fonctions intégrables
@ Relation de Chasles
@ Opérations sur les intégrales
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Relation de Chasles

Soit f € B([a, b]) et c €]a, b|.

Soit fy = flp,[a,q €t f2 = flp,c,b)-
feZI([a,b])sietseulementsif; € Z([a,c])ethecZ([c,b]).
De plus, on a dans ce cas

/abf(x) dx:/:f(x) dx+/cbf(x) dx

c b a
/ f(x)dx =0 et / f(x) dx = —/ f(x) dx.
@ a b
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Q SifetgeZ([a b])alorsf+geZ([a,b])et
/b f(x)+ g(x) dx = /b f(x) dx + /b g(x) dx.
Q SifeZ([ab]) et)eRalors \f e Z([a,b])et
b b
/ M(x) dx = A/ f(x) dx.

Q Soit f € Z([a, b]). Si f > 0 alors [ (x) dx > 0.
© Soient f,g € Z([a, b]). Si f > g alors f: f(x) dx > f: g(x) dx.
Q SifeZI(ab])alors|f|leZ([a, b])eton alinégalité :

/ab f(x) dx
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Opérations

Remarque
Attention, contrairement a I'addition, l'intégrale d’'un produit, n’est pas
égale en général au produit des intégrales.

5 5 5
Comparez/ 2mdx et (/ 2dx) (/ wdx).
0 0 0
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9 Ensembles des fonctions intégrables
@ Ensemble de fonctions monotones
@ Ensemble de fonctions continues
@ Inégalité de Cauchy-Schwarz

C. Maugis-Rabusseau (INSA) 10/47



Fonctions monotones

Définition

On appelle taux d’accroissement de f, le quotient défini pour tout x #
y € | et dans le domaine Dy, par [f(x) — f(y)] /(x — y).

On dit qu’une fonction f, définie sauf peut étre en un nombre fini de
points d’un intervalle /, est monotone sur / si son taux d’accroissement
reste de signe constant.

La fonction est croissante si son taux d’accroissement reste > 0 et
décroissante s'il reste < 0.

Théoreme
Si f € B([a, b]) et est monotone sur |a, b[ alors f € Z ([a, b]).

Corollaire
Soit f € B([a, b]).
Si f est monotone par morceaux sur |a, b[ alors f € Z ([a, b)).
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Fonctions continues

Théoreme

Toute fonction f continue sur un segment [a, b] est intégrable sur [a, b).

Corollaire

Soit f définie sauf au plus en un nombre fini de points d’'un segment
[a, b]. Si f est continue par morceaux sur [a, b] alors f € Z([a, b]).

Soit f continue sur [a, b]. Si Vx € [a, b], f(x) > 0 et f; f(x) dx = 0 alors

Vx € [a,b],f(x) =0, .
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Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si f et g sont dans Z ([a, b]) alors fg, % et g sont dans Z ([a, b]) et on

a
<\// (02 dx\// 9(x)? ox.

) dx
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0 Le premier théoréme de la moyenne
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Premier théoreme de la moyenne

Si f et g sontdans Z ([a, b]) et si, Vx € [a, b], g(x) > 0, alors il existe K
vérifiant
m= inf f(x)<K<M= sup f£(x)
x€[a,blNDy xe[a,b]ND;

/f x)dx_K/g

En particulier, si g est la fonction constante a 1, on a

tel que

/b f(x) dx = K(b— a).
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Premier théoreme de la moyenne

Corollaire

Si f et g sont continues sur [a, b] et si, Vx € [a,b],g(x) > 0, alors il
existe ¢ € [a, b] tel que

b b
/a F(x)g(x) dx = £(€) / 9(x) dx.

En particulier sig =1, f: f(x) dx = (b — a)f(¢).
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Premier théoreme de la moyenne

Remarque

Sig=1etf>0,le1° théoreme de la moyenne exprime qu’il existe
un rectangle de base b — a et de hauteur K

m= inf <K<M= sup f(x)
x€[a,b] x€la,b]

b
dont l'aire est égale é/ f(x)dx.
a

y

i
| i
! y=f(z) I y = f(z)
M - Mi /
|
3 Rectangle daire

egale a l'intégrale
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Premier théoreme de la moyenne

. . . " . [3%cosx
Soit a un réel strictement positif. Calculez I|m0 ” ax.
a— a

C. Maugis-Rabusseau (INSA) 18/47



e Intégrale et primitive
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Intégrale et primitive

Soit / un intervalle de R non vide et non réduit a un point. Soit a € /.
On suppose que f est une fonction définie sur / et que pour tout x € /,
f est intégrable sur [a, x| si x > aet sur [x, g si x < a.

Définition
On appelle primitive d’'une fonction f sur / une fonction F, dérivable
sur [ telle que pour tout x dans /, F'(x) = f(x).

On a le théoreme fondamental du calcul intégral suivant qui montre
que

¢ une fonction continue admet toujours une primitive

e l'intégrale d’'une fonction f peut se calculer a I'aide d’une primitive
F de f.
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Théoréeme fondamental du calcul intégral

Théoreme

Si I est un intervalle non vide et non réduit & un point et si f € C°(/), les
propriétés suivantes sont vérifiées :

@ Va e /, la fonction G, définie sur / par
X
X — Ga(x) = / f(t) dit
a

est de classe C' sur / et vérifie Vx € |, GL(x) = f(x)
(autrement dit, G5 est la primitive de f sur / qui s’annule en a).

@ si F est une primitive quelconque de f sur / alors F — G, est égale
a une constante et

F(x) = F(a)+/x f(t)dt = F(a)+/x F'(H)dt, Vxel.
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Théoreme fondamental du calcul intégral

Remarque

Par abus de notation, on écrit parfois [ f(x)dx pour désigner une pri-

mitive F de f, sans préciser la constante d’intégration ou le point ou
s’annule cette primitive F.

Remarque

b
Sion choisit x =b e l,ona F(b) — F(a) = / f(t)at,

a
la quantité F(b) — F(a) est 'accroissement de F entre a et b.
Il est aussi noté des deux fagons suivantes

[F12 = [F(x)]5 = F(b) — F(a).
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Intégrale et primitive

Si on suppose juste que la fonction f est intégrable sur / et pas
nécessairement continue sur /, alors pour tout a € /, la fonction G,

définie sur / par
X
X — Ga(x) = / f(t) dt est continue sur / mais peut ne pas étre

a
dérivable comme le montre le théoréme suivant.
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Intégrale et primitive

Théoreme

Soit / un intervalle de R non vide et non réduit a un point et a € /. On
suppose que f est une fonction définie sur / sauf éventuellement en un
nombre fini de ses points et que pour tout x € [, f est intégrable sur
[a, x] si x > aetsur[x,a] si x < a. Alors la fonction F définie sur / par

F(x) = /ax f(tydt (xel)

est continue sur /.
C’est donc bien la continuité de f au voisinage de xg € / qui assure

X
que la fonction x — / f(t)dt est dérivable au voisinage de xp € .
a
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0 Calcul intégral

Intégration par parties

Changement de variable

Tableau récapitulatif des primitives usuelles
Primitives des fonctions rationnelles
Polynémes et fractions en sinus et cosinus
Pour aller plus loin : Fonctions hyperboliques
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Intégration par parties

Théoreme
Soit u et v de classe C! sur un intervalle /. Alors

b b
/ u(x)v'(x) dx = [uv]? —/ u'(x)v(x) dx

a

ou [uv]g = u(b)v(b) — u(a)v(a) désigne I'accroissement de la fonction
uv entre aet b.

Calculez la primitive de la fonction In qui s’annule en 1.
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Changement de variable

Théoreme
Si f est une fonction continue sur un intervalle J et si ¢ est une fonction

de classe C' sur un intervalle / & valeurs dans J, alors pour a et b dans
J,

©(b) b
/ f(y) dy = / f(o(t)$ (1) dt
»(a) a

Calculez les intégrales suivantes :

1 e 2
/ V1 —x2dx et / de.
0 1

X
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Changement de variable

Théoreme

Soit f € Z ([c, d]) et o une fonction de classe C' strictement croissante
sur [a, b] telle p(a) = c et p(b) = d.
On a alors x — f(p(x))¢'(x) € Z([a, b]) et

b d
/a (X)) (x) dix = / f(y) dy.

(On a un énoncé et un résultat analogue si ¢ est strictement décrois-
sante.)
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Tableau récapitulatif des primitives usuelles

m XM .
/x dx = mi + ksim# -1
/exdx =e"+k
/sin(x)dx = —cos(x) + k

1
/ GosZ(x )dx =tan(x) + k
/ch(x)dx = sh(x)dx + k
/ ch2( )dx = th(x) + k

= Arctan(x) + Kk

ax
/ - = In(|x]) + k
/In(x)dx =xIn(x) —x+ k

/COS(X)dX =sin(x) + k

1 1
/ 5200 ™= Ttanto
/sh(x)dx = ch(x)dx + k

1 1
/ w200 ™= T TF

/ ax —1In|X_1\+k
x2—1 2 'x+1

dx
= Argsh(x) + k = Argch(x) + k
VX2 -1
—adx
= Arcsin(x) + k = Arccos(X) + k
V1—x2
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Primitives des fonctions rationnelles

Le tableau précédent fournit les primitives de quelques fonctions
rationnelles usuelles.

On va chercher a se ramener a ces situations connues par
changement de variable ou intégration par parties.

La premiere étape consiste toujours a décomposer la fonction en
éléments simples. N’apparaissent alors plus que des polynémes ou
des termes de la forme

1 . ax—+b

2
(X—a)”e (X2+px+q)navecp 4q9<0.
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Déterminons les primitives de la fonction

B X+2
C (x—=1)(x+3)3

X — f(x)

La décomposition en éléments simples de f vaut :

-3 8 3
64(x—1) 64(x+3) 16(x+3)2  4(x+3)%

On obtient donc

/f(x)dx—sln oSl R L
64 \x+3 16(x+3) 8(x+3)2
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X% +1
X (X2 +x+1)2
Sa décomposition en éléments simples vaut :

Soit la fonction g(x) =

1 X+ 1 1
X X24+x+1 (X2+x+1)2

9(x) =

On a donc

x+1 1
Jaax= [T | Fm0 [ e
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Pour les deux derniéres primitives, on remarque que

x = (x+l 2+§—§ 2 (x4l 2+1
B 2) "4 4|\ 2

ce qui conduit a faire le changement de variable t = \2@ <x + 1) .

2
1
Onadonc x2 + x + 1 :g(t2+1),x:@t——, dx:ﬁdtet
/3 4 2 2 2
3 1 . .
X+ 1 _7t+ E-AIHSI,

/ X+ 1 m_/‘Mt+/ dt
24+ x+1"7 ) 241 V3 (2 +1)

dx _[8V/3
/(X"’er+1)2_/9(t2+1)2'
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On peut alors calculer d’une part

/ x+1 / tdt +/ ot
X2+ x+1 N 2 +1 V3(12 +1)
= —In(1+3)+ LArctam(l‘) +k,keR

V3

1 2x+1
In(x? + x + 1 +Arctan< >+k,
( "7 Ve

Nl = N =

k e R.
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1
D’ lcul = [ ———adt.

autre part, calculons / 172 at
Il suffit d’écrire

1 1 —t2
[@rmt = et @

1 —t2
e e

—t2
= Arctan(t)+/wdt+k,k€R
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Le second terme se traite comme suit

2
/(t2+t1) dt = / u(t)V/(t) ot

-2
avec u(t) =t/2 et V/(t) = (t2+2)2 avec u et v de classe C'.
Comme v(t) = (t21 1y une IPP donne
—t2 1t 1 1
e—dt = 55— — - [ —dt
/(1‘2+1)2 2(2+1) 2/(t2+1)
1t

1
= 2@ §Arctan(t) + k,k € R.
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. 1 t 1
1 83 t 1
- — — A k
/(x2+x+1)2dx 3 {2(t2+1)+2 rctan(t)}—l—
2x + 1 4+/3 2x + 1
= A k. k
3(x2+x+1)Jr 9 man( V3 >+ ’

Finalement, une primitive de g est donnée par

2
/g(x)dx 1 X C 2x 1
2 X2+ x+1 3(x2+x+1)

73 (2x+1>
———Arctan | ——— | + kK, k € R.
9 V3
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Polynémes en sin(x), cos(x)

On cherche des primitives de la forme I, m(x) = [ sin”(x) cos™(x) dx

ou m et n sont des entiers naturels. La méthode dépend de la parité
denetm:

e si nou m estimpair :
sin=2p+1,sin?”*!(x) = [1 — cos?(x)]P sin(x), et

Inm(x) = /[1 — cos?(x)]P cos™(x) sin(x) dx.
On pose alors t = cos(x) , de sorte que dt = —sin(x) dx et
In.m(X) = — / [1 — 2P t7 .
Sim=2qg+1, cestt = sin(x) que I'on doit poser.
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Polynémes en sin(x), cos(x)

e si net msont pairs :
on peut linéariser I'expression sin?’(x) cos?9(x).

Exemple : Pour le calcul de /> 4, on peut proceder de la fagon
suivante :

ba(x) = / cos2(x)[cos(x) sin(x)]2dx,
= /;[cos(2x) +1] % sin?(2x) dx,
— ;/cos(Zx) sin?(2x) dx + 11—6 /[1 — cos(4x)] dx.

On est ramené au cas précédent pour le calcul de la premiére
primitive.
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Fractions en sin(x) et cos(x) : Régles de Bioche

La regle consiste a regarder quel changement de variable laisse
f(x) dx invariant.
e lorsque f(x) dx est invariant par le changement de variable
X — —X, On pose t = cos X,
e lorsque f(x) dx est invariant par le changement de variable
X +— m — X, 0n pose f = sin x,
e lorsque f(x) dx est invariant par le changement de variable
X — T+ X, 0n pose t =tanx,
e lorsque f(x) dx n’est invariant par aucun des changements de
variable précédents, on utilise I'expression de sin x et cos x en

. X . . . .
fonction de tan (§> pour obtenir leur représentation rationnelle :

1-# 2t 2dt
) avec Ccosx = -——, Sinx=—— et dx

X
t_tan(— 14 27 1+ 1 IREN

2
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Ti(x) z/f(X)dX avec f(x) = sin(x)+1sin(2X)'

f(x)dx est invariant par le changement x — —x ; on pose t = cos x, et
donc dt = — sin xdx.

/ ax B / —sin(x)
sin(x) +sin(2x) — J —sin?(x) — sin(x) [2sin(x) cos(x)]
~sin(x)

B /—sinz(x)—ZSinz(x)cos(x)

ax,

B —sin(x)
B /cosZ(x) —1 —2cos(x)[1 — cosz(x)]dx’

1
= /t21 -y
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ax 1
/sin(x) + sin(2x) - / 21— 2t(1 tz)dt’

1
= at,
/(t—1)(t+1)(2t+1)
R
N 6t—1 2t+1 32t+1’
Par suite,

1 1 2
Ti(x)=zInjt=1|+ sInjt+1| - SInj2t + 1|+ k, ke R
6 2 3
et, en revenant a la variable x :

1 1 2
T1(x):éln|cos(x)—1|+§In|cos(x)+1|—§In|2cos(x)+1|+k,ke
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Calculons T,(x) = /2+(sji(n(x)

dif( n’étant invariant par aucun des trois changements de
2 + sin(x)
2dt

le élémentair n = tan donc dx = —— et
variable élémentaires, on pose t =t <2) X (1+8)
2t

1412

1 2 dt ot
To(x) = /<2+ >1+t2_/t2+t+1

1+t2

sin(x) =

2
3 —(t+1/2)

V3
23 2 1
= 3 Arctan(\@ <t+2>>+k,keR

= 2\/éArctan % tan§+1 +-Kk, ke R

= %Arctan(u) +k, ke Ravec U=
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Fonctions hyperboliques

Cette fois on s’intéresse aux fonctions du type f(x) = F(ch(x), sh(x)).
Pour calculer/F(ch(x),sh(x))dx, on examine/F(cosx, sin x)dx.

e Si / F(cos(x), sin(x))dx se calcule avec t = cos x alors / F(ch(x), sh(x))dx se calcule
avec t = chx.

o Si / F(cos(x), sin(x))dx se calcule avec t = sin x alors / F(ch(x), sh(x))dx se calcule

avec f = shx.
e Si / F(cos(x), sin(x))dx se calcule avec t = tan x alors / F(ch(x), sh(x))dx se calcule
avec t = thx.

° Si/F(cos(x),sin(x))dx se calcule avec t = tan (g) anrs/F(ch(x), sh(x))dx peut se

calculer avec t = th (5) mais il est préférable d'utiliser le changement t = e*.
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ax

Calculons Hy (x) = / TS
D’aprés I'étude de Ty, il faut poser t = ch(x)

/ ax B / sh(x)dx
sh(x) +sh(2x) — J sh?(x) + sh(x)[2sh(x)ch(x)]

_/ sh(x)dx
~J sh?(x) + 2sh®(x)ch(x)

_/ sh(x)dx
—J ch®(x) = 1 +2ch(x)[ch?(x) — 1]

B dt B dt

N /t2—1+2t(t2—1)_/(t—1)(t+1)(2t+1)
1 dt 1 dt 2 2dt

6t—1 /2z‘+1_ 32t+1°
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Donc
1 1 2
Hi(x) = éIn]l‘—1]+§In]1‘+1]—§In]2t+1\+k,keR

1 1 2
= éIn|ch(x)—1\—|—§In|ch(x)+1|—§In|2ch(x)+1|+k,kej
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ax
Calculons Ha(x) = / oh(x) T 2sh(x)’
On n’observe aucune invariance. On pose t = e, dt = tdx.

dx e
Felx) = /gex—;ex:/gezx—;dx
B dx
o 3t2_,
_ /df
-3/ e
_ V3
3

t+ 2
_

+ Kk, keR

+ Kk, k e R.

Ve |
3

eX_i_\[
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