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Mécanique des milieux continus - SYNTHESE

Notion de contraintes | ‘s

@[ DEPLACEMENTS ]

Vecteur contrainte (rappel de RDM)

Définition
En tout point P de la structure, on peut définir
un plan de coupe en P de normale n sortante.

— df
Copmy =

df effort appliqué sur I'élément de surface ds.

Composantes du vecteur contrainte [ ]
(P n) —

Dans la base (7, )

Cepmy = [ZZ]M

Contrainte normale

Contrainte tangentielle Xx=n C(P m) — [ ]

Dans la base (X,y,Z)

1 composante normale

2 composantes
x.y,Z | tangentielles




Mécanique des milieux continus - SYNTHESE

Notion de contraintes | “Ekges |<s{ commes <f ororuarons Je ocnscenes |

Matrice des contraintes en un point (caractérisation mathématique)

L'état de contrainte en un point P peut étre caractérisé par une matrice
des contrainte composée de 3 vecteurs

Définition

: Oxx Txy Txz]
0-ZZ .
A [o]lp = [Tyx Oy Tyx
! (P.2)
# Tzx Tyx Ozzl
__>Tyz
Txz ¥ o C_,
zy
Tzx ‘ sy A J
A T o Cpz Copon C
P : Ry Al Px ry) L(pz
Cube unitaire infiniment petit _ ;/—» L (Px) = (Py) ~(Pz2) )
Oxx ;‘”,””' ~(#)
Propriétés de la matrice des contraintes
Principe des actions réciprogues: Sur facettes opposées : vecteurs contraintes opposés Tyz
D — T T
(Théoréme de Cauchy) Cop-0 = —Cpz xz( i
Tzx
(—ﬁ
. . Sur facettes adjacentes : réciprocité des contraintes tangentielles '
Equilibre en rotation : I g -~ P -~ _ J _ Eouz
Txy = Tyx 7 Txz = Tzx 7 Tyz = Tzy Tyx |95

»l

Matrice symétrique
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Notion de contraintes | “Ekges |<s{ commes <f ororuarons Je ocnscenes |

Contraintes principales

Il existe une base principale dans la quelle la matrice est diagonale
Les seules contraintes non nulles sont les contraintes normales

O xx Txy Txz 0 Oy 0 0
Txy Oyy Txy 0 o, O

Txz  Txy Ozzl o5 0 0 o
(x%:¥i2) R ISOTHITA Cepiy =011

Cas général : diagonalisation de matrice

1- Calcul des valeurs propres : contraintes principales s )

Det{[o] — A;.[I]} = 0  Equation caractéristique A, ;4;;; A, I==> 01=A1 ; Ou=hir ; Our=Au
Contraintes principales

2- Calcul des vecteurs propres : directions principales

{[o] = 2. 11} {x} = {0} i=1,23 X x> xi=1 ; xy=11 ; xp =111
Directions principales
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N Otio n de Contra i ntes [ El;ggi;zgﬁgmljrs ~\ ( N Ie;[ DEFORMATIONS @[ DEPLACEMENTS ]

Etats de contraintes particuliers

¥y

Cas des plaques en flexion

Cas des poutres

{

Contraintes variables dans I'épaisseur

Cas des membranes \Qd

Oxx Txy

0
[o]p = [ Txy Oyy @ 0 ]
0 0 0 Jzy.2

i)

Facette de normale Z

Facette de normale X

U

Oxx Txy Txz
[o]p = Txy 0 0
Txz 0 0

=

(x;¥:2)

Le vecteur contrainte en RDM suffit

. L. ) . Contraintes constantes dans I'épaisseur
a caractériser |'état de contraintes
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EFFORTS Extérieurs
(CHARGEMENT)

CONTRAINTES 69[ DEFORMATIONS

Notion de contraintes |

Etats de contraintes particuliers et conditions aux limites

Probleme plan

Par exemple, piece chargée dans le plan (x,y)
et libre suivant z.

\"

Facette de normale Z

Oxx Txy 0
[olp=| Ty Oyy 0
0 0 0 lgyz

A la surface d’un solide
Surface de normale z libre (sans effort)

Oxx Txy
Txy Oyy

[o]p =[
0 0

0
d
BRI

Pression extérieure 6
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NO tlon de contra | ntes [ B ~ 69[ DEFORMATIONS @[ DEPLACEMENTS ]

Détermination d’un vecteur contrainte

ETAPE 1 : Calcul du vecteur contrainte Cp ;) a partir de la matrice des contraintes

Oxx  Txy Txz] (Ny Composantes exprimées dans le

S repére (X, 7y, Z
Coomy = |y Gyy Tyz|.{ny pere (X, Y, 2)

Txz Tyz O0zz] \Ng

ETAPE 2 : Calcul de la composante normale o,

. o, = Cipy 1
ETAPE 3 : Calcul des composantes tangentielles n (P.n)

— —

™n = C(P,T_i) — Op.N (eneffet: Cipry = 0.+ Ty, )




Mécanique des milieux continus - SYNTHESE

N Otio n de Contra i ntes [ E?ggig\zgﬁgﬁljm ) [ OIS Ie;[ DEFORMATIONS @[ DEPLACEMENTS ]

Tricercle de Mohr des contraintes (caractérisation graphique)

On montre que I'ensemble des vecteurs contraintes en un point P de normale
7 est situé dans une zone délimitée par trois cercles dans un repére (c,1)

Les cercles sont centrés sur
I’axe des abscisses

= e =
2
=1

Il se construit aisément a l'aide
des contraintes principales

op O 0
[c]lp =|0 on 0

(111,110)

Il permet de visualiser I'état de contraintes en
fonction de l'orientation de la facette
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N Otio n de Contra i ntes [ E?ggig\zgﬁgﬁljm ) [ OIS Ie;[ DEFORMATIONS @[ DEPLACEMENTS ]

Cercle de Mohr des contraintes dans un plan (caractérisation graphique)

Contraintes normale et tangentielle dans une direction quelconque

_ Oxx + 0yy  Oxx — Oyy

C (P,7) Oy = 5 + 5 cos(2a) + Tyy * sin(2a) Contrainte normale (suivant n)
- D VNING. 2a)  Contrai ielle (suivant t
Ty = —Tsm( a) + Tyy - cos(2a) ontrainte tangentielle (suivant t )
Equations paramétriques d’un cercle (. )
y Cro v
. (P,n)oo
. . t
t contraintes tangentielles surt /Y
A (termes hors diagonale) ﬁ P ‘ =
, Tx - Mx30° a=0°

Tracé du cercle de Mohr Y - A X )

contraintes normales sur 1
(termes sur diagonale)

(

N

'y

olp =17 o N
[ ]P Xy _ Yy e VC(P,TL')%G
22} (X;y;Z2) 90"
P X
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N Otio n d e CO ntra i ntes [ E?ggAR;\ZEEEZ%”S ) [ OIS Ie;[ DEFORMATIONS @[ DEPLACEMENTS ]

Cercle de Mohr des contraintes dans un plan (caractérisation graphique)

""" \

Oxx Txy

. I
[o]p = Txy Oyy

46—67 - — =
Ozz (%;5:2)
o=0° o=90°
Contraintes principales
— y
Oxx T 0Oyy 1 I7i )
[0 4
Oxx t0yy 1 \/ g
_ 2 2
Oy =——"""—= [(0yy — O +41 7
11 2 2 ( xx yy) Xy P
011 = Ozz 07 — Oxy 2Ty,

ay = (f’ D tan(ay) = T ou tan(2a,) = m

10
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Crité reS de réSiSta nce [ Ef;ggigzgl)\(/ltg\l[%rs ‘\ CONTRAINTES Ie}l DEFORMATIONS el DEPLACEMENTS ]

Principe critére limite élastigue

La contrainte équivalente permet de se ramener a I'essai de référence du matériau
(méme danger de plastification que I'éprouvette de référence soumis a un essai de traction)

O' . < & _F ESSAI DE TRACTION

equt — Cs 93 Zonie elastique -
Re T lf,' 'f'l‘ :
5 0 0 < - —> VA
omparaison !

[c]lp=|0 oy O mparat 4

Essai de référence
0 0 om|.—— / QA
(LILIIT) / L

Contraintes équivalentes : cas géneral ta

Tmax dimensionnant

O rresca = maxl[lo; — oyl log — oy l; loy — oy ] '/.

1
Ovon—Mises = E [(0'1 - 0'11)2 + (O'H - 0'1”)2 + (O'I — O-III)Z] .............

‘\- Tmoy dimensionnant

0 rresca = max[loyl; loyl; logyl] w
Omax dimensionnant

11
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Notion de déformations [ Ef;gzﬁ;‘zgﬁ;’#}”‘s @[W%B[ DEFORMATIONS H DEPLACEMENTS ]

Matrice des déformations en un point (caractérisation mathématique)

Définition L'état de déformation en un point P
peut étre caractérisé par 3 vecteurs : Matrice des déformations
carrée, symétrigue, d’'ordre 3

Exx Exy Exz
[elp = | Eyx Eyy Ezy
€x €2y Ezz

111

Dz Dpy) Dppz)

Cube unitaire

Cube unitaire infiniment petit

Déformations longitudinales Déformations transversales / Demi-distorsions
Termes sur diagonale Termes hors diagonale Yay
- y gxy ~ 9
y —
y yxy/
- - ¥ Eyy => Exy . - 2 -
: £ T i Lz ! Petites déformations
— 1 i [ i i
] B j {
i b — / / ny/
: [ Eyx 3 P
1 T N ) )
o By 1 3 12
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Notion de déformations [ ‘s Jof commes J< seromanons Je{ oeruoas |

Déformations principales i

€1
Il existe une base principale dans laquelle toutes les déformations sont longitudinales *
€xx Exy Exz €; 0 0
[e]lp = |€xy Eyy Eyz —> [g]lp=|0 ¢; O
€z €yz  €zzl,o5 0 0 €
(xX:y:2) M eigiam |

—

Cas général : diagonalisation de matrice

Disparition des distorsions

Calcul des valeurs propres —> &5 &1 &t Déformations principales

—_— —

Calcul des vecteurs propres  m—> I <11 ;111  Directions principales

Cas particulier : une direction principale connue

— y
j] i
Exx t &y 1 I
-z 77 — — 2 2
X
Sxx + g 1 C =
&n = ¥ _ - (&xx — gyy)2+4‘gxy2 z=1
2 2
. 1~ €xx

13
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Notion de déformations || “gse

Hl CONTRAINTES IGS[ DEFORMATIONS H DEPLACEMENTS ]

Cercle de Mohr des déformations (caractérisation graphique)

( )
. ¥y oy
Traceé du cercle de Mohr ) P,
Demi distorsion sur ¢ /
Plan (X;9) ¢ (termes hors diagonale) p =,
) a=0°
____@___ Exy OU Vxy m ﬁ
Exx ]/xy \l / x a=0° \. Y
5
[elp = |/, Ewy |
palre il i
L v b €2z (%:9:2) B Déformation longitudinale sur 1t
y; / ) "‘81 n (termes sur diagonale)
@ @ P & ]
a=0° «a=90° X< '
( - )
vy
_gxy ou _ yxy .

Propriétés identiques au cercle de
Mohr des contraintes

~+l
h
:,-N
U\

—
° T
=1
s

)

<

14
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EFFORTS Extérieurs

Lois de comportement || “eikas

~
< CONTRAINTES q DEFORMATIONS H DEPLACEMENTS ]

Cas simples .
P N Oyxxy = E. &y, | Loide Hooke
Essai de traction uniaxial _ _
5 -
Lois d V
oIS ae comportement
o CONTRAINTES I > DEFORMATIONS )
T -------- --: yy Oxx 0 0 - Oxx Exy O 0
XX —
Hl i ~ |lelp=0 0 0 o F o [elp=|0 &y O
I X 0 0 0 yy UE 0 0 €57
—_y. Oxx
- 1 » Exx €zz =~V E 4
Essai de cisaillement (non-normalisé) Txy = G.Vxy | Loide Coulomb
- y E
v o | o Ondémontre: G = m
L, € Z o [
xy_ ________ 4
: CONTRAINTES Lois de comportement DEFORMATIONS
I
/ i e Ty +v —
2 Yo w lolp = Tyx 0 0 e ZTZZTW'? [e]lp = gy 0 0
1 0 0O O 0 0 0
. 15
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Lois de comportement [Zma )

Cas général

CONTRAINTES e[ DEFORMATIONS H[ DEPLACEMENTS]

4 ) Lois de comportement e R
CONTRAINTES DEFORMATIONS
(0) T
xx Xy Lois de Hooke Exx  Exy  Exz
[o]p = |Tyx Oyy . , lelp = |Eyvx &y Eyz
Tyx Tyy Lois de Lamé €0 €y €7
\ Y ) x Y y
(1 s TR T R, (— = N
Lois de Hooke généralisées Lois de Lamé
Exx 1 =v -v 0 0 0 o (o, | 1-v v v 0 0 0 £
Eyy v 1 -v 0 0 0 Oy oy v 1-v v 0 0 0 Eyy
€x :i -v -v 1 0 0 0 1%z o, | E v v 1-v 0 0 0 £,
g,/ E/0O 0 0 1+v 0 0 ||z, r, | @+v)i-2v)] 0 0 0 1-2v 0 0 ||&,
&y 0 0 O 0 1+v O Ty, Ty, 0 0 0 0 1-2v O &y,
£, 0 0 0 0 0 1+v]|7, [ T | 0 0 0 0 0 1-2v]|e,
_ B B - J L J
Cas des contraintes planes
e 0
- -+ Lois de comportement -
CONTRAINTES I DEFORMATIONS
o] T Ty O £ 1 -v 0 ]|o, Exc €xy O
o= TVX O-Yy 0 _l _ . — v [g]: gyx gyy 0
0 00 &y |= E v 1 0 oy g, = —_V(gxx +8W) 00,
L 0 0 1+v||~ L ) 16
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V4 L. h
EXtensomEtr|e [ Eiggigzgﬁg\’,‘;‘)”s < CONTRAINTES I(—)[ DEFORMATIONS H DEPLACEMENTS ]

—
2
on
A -

Principe o

Jauge de déformation Fils électriques /\%9 1

On mesure une déformation longitudinale PATTES REnrOnGErs or cunve

déformation piéce effet Poisson R = p-l

Jauge :: Variation de ::: Variation de Variation de
collée I longueur fil . section fil ”Dl:> résistance électrique

Facteur de jauge - K

Conditionneur

Variation de résistance tres faible [|[||:> Mesure par Pont de Wheatstone

Vi = -2
T AR R Ry R;

Effets parasites Ve AR ARy N AR, am,)

* longueur des fils

*  température

*  hystérésis

* erreur de linéarité

17

Diverses jauges de HBM Rosette pour membrane

Jauges biaxiales Vishay
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Extensométrle [ Eigzigz Eﬁgﬁ)}m ‘\ CONTRAINTES I(—)[ DEFORMATIONS H DEPLACEMENTS ]

Démarche (exemple de rosette a 45°)

3 jauges (J, - J, - J,) disposées
suivant 3 directions du plan

| y “5.56 mm | ;
i

¥ - l g ( Etat de contrainte plane )

5.56 mm B ] .
& €1 0 Mesure directe
_:. [6‘] = s 6‘22 Mesure indirecte
: X

= e o 123l 0 O ‘ ' Calculé (loi de comportement)

" (e +ey)
&y =_ﬁ gxx+gyy

€, +E& g, €& .
e, =la]le]|a] m=> ¢, == > LLANT xx2 Y cos(2a)+¢, sin(2a) ( y
. , e, =J

En s’appuyant sur la relation page 9 pour les contraintes xX a

gy =J;

Ex TE e, +¢&
W==> J, =gy =———+E, mE=> | g =] — X W
2 Xy b 2
_ J 18
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EFFORTS Extérieurs
(CHARGEMENT) H CONTRAINTES ]éé' DEFORMATIONS @[ DEPLACEMENTS ]

Equations d’équilibre

Dans le plan
y Forces volumiques :f = ?
o, (x,y+dy) A Y
wlxytdy) T,y (%9 +dy)
Gxx(x y) A xy(X+dX'y) . Equilibre /x°
! X
dy | < P y > [0 (x + dx, y) = 00 (e, )] Ay + [Ty (0,7 + dY) = Ty (x, )] dx + £ = 0
(X’y) / (X+ le)
Equilibre
Ty (%) ley(X,v) a /v
(—)dx [rxy(x +dx,y) — 1 (%, y)]. dy + [ayy(x, y+dy) —a,,(x, y)]. dx+f, =0
Equations d’équilibre En coordonnées cylindrigues
aaxx+6rxy+f _0 e
0 0 o ( |
x y L 7 _ |/r | Equations d’équilibre
0T, 0doy, ‘o fo d 10
+ + f =0 T 0 Oyr = Trg Oyr — Ogg —
\ Ox dy d ) p fr 7 ar trae T 7 tr=0
G ' >
c dt, 1 do, T,
Tio |2 dr =% are a;g 2—9"‘ fo=0
k—
v 40 - -
G, 19




Mécanique des milieux continus - SYNTHESE

EFFORTS Extérieurs
(CHARGEMENT)

Linéarisation des déplt |

N
CONTRAINTES 69[ DEFORMATIONS ](—)[ DEPLACEMENTS ]

ou, 0Ju, Juy
L ox dy 0z
Linéarisation du champ de du, u, Ou, de\ 1 ., _ .
du, OJu, Jdu, dz | [ I
dx ay 0z T T
Déplacement de corps solide
Hypothéses Déformation
petits déplacements ou, 1(0u, Ouy,\ 1[/0u, Ju,
petites déformations Ox 2\ ay + ox | 2\ 4z + ox
1/0u, Ju du 1/0u du
[E]P - | — X + _y _y =¥ + z
2\ dy 0x dy 2\ 0z 0y
Sur les directions principales 10wy  Ouz\ 1(0uy Ou, Ou;
2\ 0z Ox 2\ 0z 0dy 0z
dyy . . .
o, 0 Partie symétrique de la matrice jacobienne
aun
[S]P = 0 m 0 . = % B auy e = auz
0 auI” xx 0x gyy - ay zz 0z
X1/ (i i iy _ 10y duy _ 10y ou, _ 10wy 3w,
fy T3 dy = Ox fz =9\ 9z T ox vz =7\ 0z dy

20
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Résolution d’un probleme d’élasticité
Meéthode des déplacements (Méthode de Navier)

EFFORTS Extérieurs
(CHARGEMENT) }(—)‘ CONTRAINTESH DEFORMATIONS }(——)[ DEPLACEMENTS

< H\H

. Recherche d’un champ de déplacement u p) statiquement et cinématiquement admissible
< Etape 2 : Equations d’équilibre en fonction de U(p) . L
. . Etape 1 : Conditions au limites en
&2 (Equations de Navier) .
\ terme de déplacements

E(l-v) —— E E— *  Symétries

(1+v)(1-2v) -graddiv(i)] - 2(1+v) -rot [mt(ﬁ)] /=0 * Liaisons (déplacement nul)

Etape 3 : Matrice des déformations [€]p en fonction de upy (page 20)

Etape 5 : Conditions au limites en . . . —
, Etape 4 : Matrice des contraintes [a]p en fonction de U py (page 16)
terme d’efforts (page 6) (P) o
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Résolution d’un probleme d’élasticité
Meéthode des forces (Méthode de Beltrami)

EFFORTS Extérieurs
[ (CHARGEMENT) }(—)‘ CONTRAINTESH DEFORMATIONS }(—)[ DEPLACEMENTSJ

< I >

. Recherche d’un champ de contraintes [o]p statiquement et cinématiquement admissible

Etape 2 : Equations d’équilibre (page 18)

[ div[oy,| + f=0
\ Etape 3 : Matrice des déformations [&]p en fonction de [o]p (page 18)

Etape 1 : Conditions au limites en

terme d'efforts (page 6) Etape 4 : Champ des déplacements upy en fonction de [a]p (page 20)

Etape 5 : Conditions au limites en terme de déplacements
*  Symétries

* Liaisons (déplacement nul) 22




