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Ce document est composé d’une synthése sur les équivalents, les développements
limités, l'intégration, les espaces vectoriels, les applications linéaires, les déterminants
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Chapitre

Equivalents - Développements limités

Soit a € R =R U {—00, +oo}.

Définition 1.
e On dit que V C R est un voisinage du point a € R s’il existe £ > 0 tel que
la—{,a+ ([ CV. L’ensemble des voisinages de a est noté V(a).
e On dit que V C R est un voisinage de +o0o (V € V(+00)) s’il existe A € R tel
que JA, +oo[ C V.
o On dit que V C R est un voisinage de —oco (V € V(—00)) s’il existe A € R tel
que |]—o0, A{ C V.

Les fonctions considérées sont définies dans un voisinage de a (ou de at ou de a™),
sauf peut-étre en a. On s’intéresse a leur comportement au voisinage de a.

1.1 Comparaison de fonctions

1.1.1 Négligeabilité

Définition 2. Soit f et g deuz fonctions définies dans un voisinage de a (ou de a™ ou
de a~ ), sauf peut-étre en a. On suppose que g ne s’annule pas dans un voisinage de a
sauf peut-étre en a.

On dit que [ est négligeable devant g en a s’il existe une fonction ¢ telle que

f(x) = g(x)e(x) avec }1_125(7‘) = 0. On note alors f = 2(g) ou f(x) (g(x)).

La caractérisation suivante, utilisée dans la pratique, s’obtient directement.

= 0
r—a

Proposition 1. Soit f et g définies dans un voisinage de a (ou de a™ ou de a™ ), sauf
peut-étre en a. On suppose que g ne s’annule pas dans un voisinage de a sauf peut-étre
en a.
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Remarque 1. Attention, cette notion est locale. On compare f et g au voisinage de
a. Ne pas oublier de préciser a.

Exemple 1.

1. 2= o (1:‘9) si et seulement si o < 3.
r—+00

2. 2= o (xﬁ) si et seulement si o > 5.
x—0
1)

o (1) si et seulement si lim f(x) = 0.
Tr—a Tr—ra

En utilisant la caractérisation ci-dessus, on obtient les résultats suivants.
Proposition 2. Soit f, g, h,p et ) des fonctions définies dans un voisinage de a, sauf

peut-étre en a. On suppose que g, h et ¢ ne s’annulent pas dans un voisinage de a sauf
peut-étre en a. Soit A € R.

1. Si f =o(h) et si g =o(h) alors \f + g = o(h).
2. Si f =o(g) alors fh = o(gh).
9. 8i = olg) et ¢ = o) alors fp = olgu).

Les résultats suivants, appelés "croissances comparées", comparent les croissances
des fonctions puissances, logarithme, et exponentielle. Ils sont souvent utilisés en pra-
tique.

Proposition 3. Soit a > 0, § € R.

L @) = o ().

2.2°= o (e*).

T—+00

. 1
b= 0o [=).
=0t \ T%

Remarque 2. De ce résultat découlent en particulier les majorations suivantes :
pour tout a > 0, B € R,

3. |In(z)

1. pour tout = dans un voisinage de +oo, In(z)? < z*,

2. pour tout x dans un voisinage de +00, x° < €7,

1
3. pour tout x dans un voisinage de 0%, |In(z)|® < —.
I(

1.1.2 Equivalents
1.1.2.1 Définition

Définition 3. Soit f et g deux fonctions définies dans un voisinage de a (ou de at ou
de a~ ), sauf peul-étre en a. On suppose que f et g ne s’annulent pas dans un voisinage
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de a sauf peut-étre en a. On dit que [ est équivalente a g au voisinage de a et on
note f~g ou f(x) ~ g(x) s’ existe une fonction e et V € V(a) tels que
a r—a

Ve eV, f(z) =g(z)[1 +e(x)] avec lime(z) = 0.

T—a

Remarque 3. Avec les notations précédentes, on peut écrire :

f@) ~ g(x) & f(z) —g(x) = o (9(x)).

T—a " z—a
Proposition 4. On a la caractérisation suivante :

flz) ~ g(x) & lim@: 1.

z—a’ T—a g(m)
Exemple 2. Donnez un équivalent de x°+x au voisinage de 0 et au voisinage de +oc.

Proposition 5. Soit a € R. La relation ~ est une relation d’équivalence sur l’ensemble
a

des fonctions définies dans un voisinage de a, sauf peut-étre en a, et ne s’annulant pas
dans un voisinage de a sauf peut-étre en a.

Pour rendre I'écriture des énoncés un peu moins longue, nous dirons dans la suite
que f vérifie la propriété (H,) si f est définie dans un voisinage de a, sauf peut-étre
en a, et ne s’annule pas dans un voisinage de a sauf peut-étre en a.

Preuve : La relation ~ est réflexive : si f vérifie (H,), alors lim ;EI; = 1, donc
a r—a xT

f@) ~ f(x).

Tr—a
La relation ~ est symétrique : si f, g vérifient (H,), et f(x) ~ g(z), alors lim /@) =1

a T—a z—a g(T

donc lim 9(@) =1 en composant par x — 1/z. D’ou g(z) ~ f(x).

T—a f(_T) - T—a

La relation ~ est transitive : soit f, g, h vérifiant (H,), avec f ~ g, et g~ h, alors
a a

f@) o) S .
~—~ = lim == = 1. Ainsi, par produit lim =1, donc f~h.
a—a g(x)  @=a h(x) a—a h(x) f a

Remarque 4. Puisque ~ est une relation d’équivalence, on dira que f et g sont équi-
a

valentes au voisinage de a.

1.1.2.2 Premiéres propriétés
Proposition 6.
1. Soitl e R*. On a f(z) ~ l <= lim f(z) =1.
r—a r—a

2. 8i f~g etlimg(z) =1€R alors lim f(x) existe dans R et vaut [.
a T—a T—a
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8. f~g=> [ et g sont du méme signe au voisinage de a.

Exemple 3.
1. Déterminez un équivalent de x* + cos(z)? au voisinage de 0.
2. Déterminez un équivalent de z* + sin(x)? au voisinage de 0.

3. Déterminez un équivalent de e** — /7 au voisinage de +oc.

Proposition 7. Soit f, g vérifiant (H,) et telles que f(x) = o (q(zr)) Alors,
r—a

f(@) +g(z) ~ g(x).

z—a’

Exemple 4.

1. Soit f une fonction polynémiale de la forme
(@) = apa® + apaP™ + .+ a2, avecp <n, a, #0, a, #0.

Alors,

(o et flz P
f(,L)aHNiwaWL (:‘tf(‘L)w:Oap_L .

2. Soit pour tout réel x, g(x) = e* + x3. Donnez un équivalent de g au voisinage
de 0 et de +00.

3. Soit pour tout x € R%, h(z) = In(z) + /x. Donnez un équivalent de h au
voisinage de 0% et de +oo.

1.1.2.3 Opérations sur les équivalents
Voici la liste des opérations usuelles "compatibles" avec les équivalents.
Proposition 8. Toutes les fonctions dans la suite vérifient (H,).

1. Produit : si f~g et o ~1) alors fo~gi.

2. Quotient : si f~g et p~1) alor i N%.
a a {}9 a

3. Composition a droite : si f~g et si lim o(z) = a alors f(p(x)) ~ g(p(x)).
a T—0

T—x0

Va—a?
1+z

Exemple 5. Donnez un équivalent de au voisinage de +00.

Par contre, les opérations suivantes ne sont pas possibles en général :
e 'addition
frgeto~y =5 fro~gty.

e la composition a gauche :

frg e~ elo).

a
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Voici des contre-exemples.

Exemple 6.

1. Soit fror 2l +letg:or— —a°— 1.
Donnez un équivalent de f, de g et de f + g au voisinage de +00.

2. Soitf:mr—>x2+x,g:x»—>z2.At—onffg?At—onef:» ed ?

Dans les cas particuliers suivants, la composition a gauche est possible. Le cas de
l’addition sera traité dans le paragraphe sur les développements limités.

Proposition 9. Soit f, g vérifiant (H,). On suppose que f ~g. Alors,

1. Valeur absolue : |f| ~|g|.

2. Puissance : pour tout o > 0, si g est strictement positive au voisinage de a, on
a f*~g®. En particulier, \/?N V-
a a
3. Logarithme sous conditions :

(a) Si lelilz f(x)=1L€[0,+00] et si £ #1 alors In[f(z)] . In[g(z)].
(b) Si 3161331 f(z) =1 alors In[f(z)] I:af(x) —1.

4. Exponentielle sous conditions : si im[f(z) — g(z)] = 0 alors /@ ~ 9@,
r—a Tr—a
Exemple 7. Soit f : x — v+ Va?z+ 1. Donnez un équivalent de f et de Inf au
voisinage de +00.

Remarque 5. Pour étudier une fonction au voisinage d’un autre point que 0, on peut,
grace a la composition a droite se ramener a une étude en 0 par les changements de
variables suivants :
o étudier x — f(x) au voisinage de x = a € R* revient a étudier h — f(a+h) au
voisinage de h =0 (on a posé h =x — a).
1
o étudier v — f(x) au voisinage de x = +oo revient a étudier h — f <E> au
voisinage de h =0 (on a posé h =1/z).

1.1.2.4 Equivalents des fonctions usuelles en 0

Ils se déduisent souvent de la proposition suivante.

Proposition 10. Soit f : I — R une fonction définie sur Uintervalle I, a € 1. Si f
est dérivable en a avec f'(a) # 0, alors

f(@) ~ f(a) ~ f'(a)(x—a).

T—a
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Les équivalents en 0 des fonctions usuelles sont :

sin(x) ~a sh(z) ~a
tan(x) ~a th(z) ~
1n(1+x)r0v.1: e’”fl?;ac
Arcsin(x) ~a Arctan(z) T

(1+z)— lrgam pour tout o # 0

Remarquons que le résultat précédent ne permet pas de donner I’équivalent en 0 de
1 — cosx puisque cos’(0) = 0. Cependant grace aux formules trigonométriques et aux
équivalents en 0 de @ — sin(x) et z — sh(z), on déduit les équivalents suivants :

z? z?

x x
1 — cos(z) = 2si 2(7)~f h(z —1:2}2(7)~f.
cos(z) sin” (5) v 5 ch(x) sh™(5) v 5
Ces résultats se retrouvent facilement a partir des développements limités introduits
dans la section suivante.
Remarque 6. Il est recommandé de n’écrire qu’un seul terme dans le membre de
sin(x)

droite d’une équivalence. En effet, on a sin(x)~x mais comme lim ——= =1, on
0 20 ¢ + T2

peut aussi écrire sin(x) o x+7x?. On peut plus généralement ajouter & x toute fonction

qui est négligeable devant x en 0. On voit ainsi que l'on n’apporte aucune information
supplémentaire en mettant plusieurs termes. Seul le terme dominant a un sens.

1.1.2.5 Application aux calculs de limites

Les équivalents sont un outil qui peut étre utile pour calculer des limites a priori
indéterminées.

Exemple 8. Calculez la limite de f(x) quand x tend vers a dans les différents cas
suivants.

I f@) = (1+2?)tanz

=0.
sin(2z) ' “

2. f:x»—)x(eﬁfl>,a:+oo.

3. fix— (lnﬁ]l(i)z)) ,a=400.

1.2 Formules de Taylor

On a vu précédemment que si f : I — R est dérivable en un point @ de I alors on
peut écrire pour tout x € I,

f@) = fla) + f(a)(z — a) + (x — a)e(x), lim e(z) = 0,

r—a
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ce qui revient a approcher f par une fonction affine au voisinage de a. Dans cette
partie, nous donnons des théorémes qui étendent en quelque sorte ce résultat, appelés
"formules de Taylor" : sous des hypotheses de régularité sur la fonction f, on écrit
f, au voisinage d’un point a, sous la forme d’un polynéme en (x — a) plus un reste :

f(z) = P,(x — a) + reste, P, polynome de degré < n.

Les diverses formules différent par la forme du reste. Mais dans tous les cas, appellation
"reste" a un sens car ce "reste" est négligeable par rapport a (z — a)™ au voisinage de
a, c'est-a~dire qu'il tend vers 0 quand x — a et ce plus vite que (z — a)™

1.2.1 Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 1 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f : I — R de classe C"*' sur I,
n € N. Pour tout a,x € I, il existe ¢ €]a, x| tel que

f"(a)
2!

0 SO (e n+l
(x—a) +m(770) +

f@) = f@ + f(@)@—a)+ P @—a) ...+

n!

1.2.2 Formule de Taylor-Young
1.2.2.1 Enoncé

Théoréme 2 (Formule de Taylor-Young). Soit f: I — R de classe C" sur I, n € N.
Soit a € 1. Il existe une fonction ¢ telle que pour tout x € I,

f"(a)

f(z) :f(a)+f'(a)(z—a)+7(m—a)2+u.+

avec lim e(z) = 0.
r—a

1.2.2.2 Application aux extrema

La formule de Taylor-Young permet d’obtenir une condition suffisante d’extremum
pour les fonctions de classe C2.
Théoréme 3. Soit f: I — R de classe C* sur 1. Soit a € I tel que f'(a) = 0.

1. Si f"(a) > 0 alors f admet un mimimum local strict en a.

2. Si f"(a) <0 alors f admet un mazimum local strict en a.

Remarque 7.

1. La réciproque de ces propriétés est fausse. La fonction f : x + z* admet un
miminum global en 0, f'(0) = f”(0) = 0.
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2. Si f"(a) =0, on ne peut rien dire. La fonction f peut admettre un mazimum (par
exemple x — x* en 0), un mimimum (par evemple v — —z* en 0), ou ni l'un
ni Lautre (par exemple x + z% en 0). Ces exemples sont en fait typiques. Pour
déterminer le comportement de f au voisinage de a, on écrit son développement
de Taylor (s’il existe) jusqu’au premier terme non nul apres f(a) :

["(a) ftn)(a)

f(z) = fla)+ f'(a)(z—a) +T(x—a)2+. . .+T(x—a)"+(x—a)"5(:r),

avec lim e(z) = 0. Le signe de f(z) — f(a) est donné par celui de ce terme. Sin
Tr—ra

est impair, f(z) — f(a) change de signe au voisinage de a donc f n’admet pas

d’extremum en a ; sin est pair, f(z) — f(a) est de signe constant au voisinage

de a donc f admet un extremum en a.

1.2.2.3 Application aux calculs de limites et équivalents

On peut utiliser la formule de Taylor-Young pour obtenir un équivalent lorsque la
dérivée s’annule.

Proposition 11. Soit f : I — R une fonction définie sur Uintervalle I, a € I.
Supposons qu’il existe ko € N* tel que f*0)(a) existe et soit non nul. On définit s =
min{k € N*, f®)(a) # 0}. Si f est de classe C° sur I, alors

©)(a
1) - f(a) ~ 1@

T—a s!

(x —a)’.

Exemple 9. On reprend 'exemple des équivalents en 0 de 1 — cos(z) et ch(z) — 1.
On peut faire le calcul systématiquement. On a f(z) = 1 — cos(z), f'(z) = sin(z),
f(0) =0, f"(x) = cos(x), ["(0) =1 d’ou

24 o (a?)

1
1 —cos(z) = Phd .
T

On procéde de méme pour ch(x) — 1.

1.2.3 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 4. Soit f de classe C"' sur [a,b]. Alors,

50 = @+ O30 o oy [T ooy

n! W n!

1.3 Développements limités

Soit I un intervalle de R ni vide ni réduit & un point, a € I et f : I — R. On
cherche a comparer f a une fonction polynémiale dans un voisinage de a.
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1.3.1 Définitions

Définition 4. Soit n € N. On dit que f admet un développement limité a ’ordre
n en a (DL, en a) s’ existe un polynéme a coefficients réels P, de degré au plus n
et e : I — R une fonction tels que pour tout x € I,
f(x) = Py(xz —a) + (z — a)"e(z), lime(z) =0,
Tr—a
c’est-a-dire
fx)=P(x—a)+ o ((z — a)").

T—a

Définition 5. On définit également la notion de développement limité a l’ordre n
en too. On suppose que £00 est une borne de I. On dit que f admet un développement
limité a 'ordre n en +o0o s’il existe un polynéme a coefficients réels P, de degré au plus
n ete: I — R une fonction tels que pour tout x € 1,

f(z) =P, (%) + <l>n€(1:)7 lim e(x) =0,

x x—+oo

1 1 n
ro=r(3)+ 2 (C))
Exemple 10.

flx) =2z + °, (2") est un DLy de f en 0.
r—
En revanche f(z) = 2* + °, (JLZ) est un DLy de f en 0. En effet, x* = o (.’1;2), donc
N — 2
fx)= o ().
L’ordre d’un DL se lit sur le reste!
Lorsqu'une fonction définie sur I \ {a},a € R admet un développement limité en

a, alors, selon 'ordre de ce développement limité, on peut déduire des propriétés de
régularité de la fonction.

c¢’est-a-dire

Proposition 12.
1. f admet un DLy en a si et seulement si [ est continue en a.

2. f admet un DLy en a si et seulement si f est dérivable en a

Remarque 8. De la premiére propriété, on déduit par exemple que In n’admet pas de

1 s

DL en 0, ou encore que x +— sin 7> n’admet pas de DL en 0, et ce a aucun ordre.
x

Attention. Ceci ne se généralise pas pour n > 2.

1
Exemple 11. Soit f : R — R, f(z) = 2®sin | — | siz #0, 0 si x = 0. f admet un
x

DLy en 0 mais f n’est pas deux fois dérivable en 0.
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Remarque 9. Ainsi, dés qu’une fonction f admet un DL, en a, on peut prolonger f
par continuité en a. Dans la suite, on supposera donc que f est définie et continue en
a. On supposera également que la fonction € qui apparait dans le DL est continue en
a, avec e(a) = llE)I(IIE(I) =0.

Théoréme 5. Si f admet un DL, en a alors le couple (P,, ) est unique. P, s’appelle
la partie principale de [ d’ordre n en a, on la note P,(f).

Proposition 13. Soit I un intervalle symétrique par rapport a lorigine, f : I — R.
On suppose que f admet un DL, en 0, n > 0.

1. f admet un DL, en 0, pour tout entier p < n.

2. Si f est paire alors P,(f) n’a que des puissances paires.

3. Si f est impaire alors P,(f) n'a que des puissances impaires.

1.3.1.1 Premiers exemples

Les développements limités suivants s’obtiennent directement.
Soit f une fonction polynémiale de la forme

f@) =ay+aix+...+aya?, avecp €N, q, #0.

Alors f admet un DL en 0 a tout ordre.
Sin > p, f est égale a son DL,, en 0 et

si n<p, f()=ay+amz+...+a,2" + go(x"')

1 —antt

On a pour tout = €] — 1,1, 1+z+a*+...+a" = le‘ = ——— avec
= 1-2z

ZL‘”+1

= o (2") donc
1—2x —0

1 ,
——=1+a+2®+... +a"+ o (a")
11—z z—0
et
1 2 n,.n n
m—l—l+$ +... 4+ (1) +130(1)

1.3.1.2 Condition suffisante d’existence

La formule de Taylor-Young (cf Théoréme 2) donne une condition suffisante d’existence.
Pour les fonctions pour lesquelles les dérivées successives sont simples a calculer, cette
formule permet d’obtenir rapidement le développement limité de la fonction. Si ce n’est
pas le cas, on utilise les théorémes d’opérations que nous verrons dans la suite.
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Exemple 12.

1. La fonction exponentielle étant de classe C* sur R, elle admet un DL a tout
ordre en 0, et par la formule de Taylor-Young, on a pour tout n € N

2 n
a4 0 (27
¢ 2077 ol a0t
et
12 71nan
e””:l—:p+f+.u+i+ o (a").
2! n! 0

2. Les fonctions cosinus et sinus étant de classe C* sur R, elles admettent un DL
a tout ordre en 0 et par la formule de Taylor-Young, on a pour tout n € N

=1 1‘2 1)" 'TQn 2n+1
cos(z) = f§+...+(*)m+wgo(r ).
3 2n+1
1 — £ _ 7LI7 2n+2
51n(3:)—z—3!+...+( 1) (2n+1)1+mg0(x ).
3. La fonction f: x> In(1l + x) étant de classe C* sur| —1,+o0[, elle admet un
. (k= 1)!

DL & tout ordre en 0. De plus, f®(z) = % pour tout © > —1,

pour tout k € N, donc par la formule de Taylor-Young, on a pour tout n € N

fEZ (L'S n

) — e s _ nflxi N
In(l+z) =2 2+3 (-1 n-&-mgo(z ).

4. Soit « € R. La fonction f, : x +— (14 x)* étant de classe C* sur | — 1,1[, elle

admet un DL a tout ordre en 0, et par la formule de Taylor-Young, on a , pour

tout n € N,
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-1 -1)...(a—n+1
(1+1’)"‘:1+uw+7a(a Jpy pelaz o (amntd) ., (™).
2! n! =0

1.3.2 Opérations sur les développements limités

Avant de donner les résultats, nous souhaitons faire la remarque suivante. Lorsque
l'on veut étudier une fonction f au voisinage d’'un point a € R, on peut se ramener
a étudier une fonction auxiliaire en 0 en faisant le changement de variable suivant. Si
a € R, on pose h = x — a. Alors h tend vers 0 quand z tend vers a, f(z) = f(a+h) et
on étudie h — f(a + h) au voisinage de 0. Si @ = +00, on pose h = 1/x. Alors h tend

1 1
vers 0 quand z tend vers a, f(x) = f <E> et on étudie h — f <E> au voisinage de 0.

Dans la suite, nous énoncerons les résultats pour des développements limités au
voisinage de 0, ceux concernant des développements limités au voisinage d’autres points
s’en déduisent par les changements de variables précédents.

1.3.2.1 Addition et multiplication par une constante

Théoréme 6. Soit I un intervalle tel que 0 € I ou 0 extrémité de 1. Soit n € N et
frg : I = R deuz fonctions. Supposons que [ et g admettent un DL, en 0. Soit A\, i
deuz réels. Alors \f + ug admet un DL, en 0 et P,(Af + ug) = AP.(f) + uP.(g).

Exemple 13. Les fonctions ch et sh étant de classe C*° sur R, elles admettent un DL
a tout ordre en 0 donné pour tout n € N par,

e +e—z CUZ CCZTL on
ch(x)772 71+§+”'+7(2n)!+m~>0( )
et e T ?63 1,2n+1 ont2
sh(x)—T—w—&-a—&-...-i-m-s—zgo(m ).

1.3.2.2 Produit

Théoréme 7. Soit f,g : [ — R deux fonctions définies au voisinage de 0 et n € N.
Supposons que f et g admettent un DL, en 0. Alors le produit fg admet un DL, en 0
et P,(fg) s’obtient en tronquant & Uordre n le polynome P,(f) - P.(g).
Exemple 14.

1. Déterminez le DLy en 0 de f : x + e*/1 — .

2. Déterminez le DL5 en 0 de f : x — [sh(z) — sin(z)]In(1 + ).

1.3.2.3 Quotient

Soit f,g: I — R deux fonctions définies au voisinage de 0 et n € N. Supposons que
f et g admettent un DL,, en 0. La fonction f/g admet-elle un DL en 0 et & quel ordre ?

e Premier cas ¢(0) # 0.
On peut alors écrire P,(g) = ¢(0)(1 + Q) ou @ est un polynoéme de degré < n

qui vérifie Q(0) = 0. Ainsi, g(z) = g(0) (1 +Q(z) + °, (z")) Comme g ne
T—>

s’annule pas en 0, 1/g est définie dans un voisinage de 0 et

1 1
1 1 .
— mm, avec 7L:Q(x)+wzo(x )mo
1 , o )
_ m<17u+u o ()M o (u ))

On remplace ensuite u par Q(z) dans cette expression, et on tronque a lordre
n en z. On obtient ainsi un DL, de 1/g en 0, et du quotient f/g par produit.
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Tllustrons cette procédure sur un exemple.
Ezemple : Déterminez le DL de tan en 0.

e Second cas : g(0) = 0.
La procédure est toujours la méme. Prenons un exemple.
Ezemple : Déterminons le DL3 de f : x h;fi(f)”) en 0.
Retenez que pour obtenir le DL en a d’un quotient, on cherche toujours
A se ramener a une fonction du type & — 1/(1 4+ u(x)), avec u(a) = 0.

1.3.2.4 Composition

Théoréme 8. Soit I et J deux intervalles tels que 0 € I, 0 € J. Soit f : I — J,
g : J = R deuz fonctions et n € N. Supposons que f(0) =0 et que [ et g admettent
un DL, en 0. Alors la composée g o f admet un DL, en 0 et P,(go f) s’obtient en
tronquant a lordre n le polynome P,(g) o P,(f).

Remarque 10. Si f(0) = a alors pour obtenir le DL, en 0 de go f, il faut composer
le DL,, de g en a avec le DL, de f en 0.
Exemple 15.

1. Déterminez le DLy en 0 de x — e5™7,

2. Déterminez le DLy en 0 de x —> €%,

1.3.2.5 Intégration

Théoréme 9. Soit I un intervalle tel que 0 € I. Soit f : I — R une fonction continue,
n € N. Supposons que f admet un DL, en 0 du type

= Qo n " .
f@)=ao+az+...+a,3" + o (z")
z—0

Alors toute primitive F' de f sur I admet un DL,y en 0 de la forme

2 mn+]

_ £ n+1
F(z) = F(0) + apx + aq 5 +...+a,,7n+1+wgo(x ).

N’oubliez pas d’ajouter la constante d’intégration, qui par continuité de la fonction
en 0 est nécessairement F(0).
Exemple 16.

1. La fonction F : x — In(1 + z) étant de classe C> sur | —1,+o0, elle admet un

DL a tout ordre en 0. De plus, pour tout x €] — 1,+00[ et tout n € N,

1
4 _ _ _ 2 _1\n,.n n
F(I)i(l-&-x)il r4zt+. .+ (1) +Zgo(x).
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Donc en intégrant ce DL, on obtient

TZ T3 Tn+1 "
In(l+2z) = In(1+0 - (=) "
n(l+x) n(l+0)+=x 2+3 =+ ( )n+1 zz_)m(r )
I2 :ZJ3 InJrl
In(l+2)=0—-"+%—...+(=1)" "),
n(l+z)=ux 7 T3 +( )n+1 ng(T )
2. La fonction Arctan est de classe C* sur ]7g, g [, donc elle admet un DL a
tout ordre en 0. De plus, pour tout x € ] —g, g [, pour tout n € N,
1
Mo — —— _ 2 4 _ _1\.2n 2n+1
Arctan(l)—l+x2 l—a*+2" —. ..+ (1) +Ig[)(z ).
Donc en intégrant ce DL, on obtient
e 22l o
Arctan(z) = Arctan(0) +z — 3 +...+ (71)”271 1 xgo(ﬁ”“)
1'3 x2n+l g2
Arctan(x):x—§+...+(—1) 1 +zgo(1’ ).

1.3.2.6 Dérivation.

En général, il est interdit de dériver un DL. Il se peut que f admette un DL, en
a mais que f’ n’admette pas de DL,_; en a. Soit par exemple la fonction f : x —

1
x + 2”sin (—2> siz#0,0siz=0.0na f(z)=z+ OO(JL'), donc f admet un DL,
T T
1 2 1
en 0. De plus, f est dérivable sur R* avec f'(z) = 1+ 2xsin — | — —cos (—2> La
x x x
dérivée f’ n’admet donc pas de limite en 0, d’ott f’ n’admet pas de DL en 0.
Cependant, si f est de classe C" sur I, n > 1, alors f’ est de classe C"~! sur I et d’aprés
la formule de Taylor-Young, f’ admet un DL,_; en a de la forme

7\ (n—1) a
(f) ( )(l__a>71,—1+ 0 ((z_a)n—l)

(TL* 1)! z—a

f'(@) fi(a) + f(a)(z —a) + ...+

(r@+ r@e -+ D@ —ar) 4 o (@=ar).

n! z—a
Dans ce cas, on peut donc dériver le DL,, de f pour obtenir le DL, _; de f’ en a.
Cette remarque n’est intéressante que si le DL, de f en a n’a pas été obtenu a l’aide

de la formule de Taylor-Young, c’est-a-dire en calculant les dérivées successives de f
(qui sont aussi celles de f) en a.
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1.3.3 Développements asymptotiques

Toutes les fonctions n’admettent pas de développement limité en tout point. On
cherche donc a étendre la gamme des fonctions auxquelles on cherche & comparer une
fonction donnée. L’idée est toujours de se ramener a des fonctions dont le comportement
est bien connu. Les familles de fonctions les plus utilisées sont (z — (z — a)")nez,
(2= (2 = a)acr, (z = 2% In2|?)(q perz ou encore (v 1°€%) 4 5)cre.

1.3.3.1 Développements limités généralisés

Définition 6. Soitn € N. On dit que f admet un développement limité généralisé
a lordre n en a (DLG, en a) s’il existe p € N* tel que x — (x — a)? f(x) admette
un DLny, en a :

(z=a)? f(2) = aptar(z—a)+.. +ay(x—a)’ +ap1(x—a)P T +. . +anip(z—a)" P+ o ((x—a)"*?)

r—a
et

flx) = (x ioa)p + (z 7a(11)p71 o Faptapa(r—a)+.. -+an+p(1_a)”+zga ((z—a)")

Définition 7. On définit également la notion de développement limité généralisé
a lordre n en +o0o. On dit que f admet un DLG,, en £oo s’il existe p € N* tel que
f(z)

la fonction x — ——
xP

admette un DL, , en £o00. On obtient alors

n
— qqP p—1 Ap+1 Ontp 1
f(@) = apz® +ara? + ... +a,+ . +...+ o +xﬁoiw(<l> .
Exemple 17. Soit f:x+— ze#51. Donnez un DLGy en o0 de f.

1.3.3.2 Développements asymptotiques
Dans ce cas, il faut préciser la famille de fonctions selon laquelle on désire écrire le
développement, ainsi que la précision souhaitée comme dans 'exemple suivant.
Exemple 18. Déterminez le développement asymptotique de f : x + (1 + 1)517 selon
la famille (v = 2| Inx|*) (4, pyerz @ la précision 1/2* en +oo.
1
En passant a Uécriture exponentielle, on a (1 + 1)% = exp (—2 ln(l+1‘)>. Tout
x

d’abord, on cherche un développement asymptotique de In(1+ x) en +oo. On écrit

1 1 1 1
In(l+z)=he+n(l+-)=ha+-—-—+ o |=],
x x 22?2 a—too \ 22
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1 o1 Inz 1 1 1 Inz
car — — 0. Do <In(l4+2)=—+—=—-—-—+ o — | ~ — — 0 par
T r—+00 2 2 23 2zt a—too \ 7t ) +oo 72 a0

croissances comparées. On peut donc utiliser le DLy d’exp en 0.

1+<lnar+i7 1 >+1<1nx+i7 1 >2+ . <i>
x2 a2zt 2\ 22 2% 22t @—too \ a4
_ 1+111x+i+1n2x_ 1 o (i)

z2 oz 22t 23t aotoeo \ 2t

1.3.4 Applications

(1 +x)i2

1.3.4.1 Calcul de limites

Comme les équivalents, les développements limités peuvent étre utiles pour calculer

les limites de formes indéterminées, quand les équivalents ne suffisent pas pour conclure.

< . o In(1 +sinz) — tanx

Exemple 19. FEtudions l’existence de la limite en 0 de x — %
3 3

sinx — tan x

On asinz =1 — g + Iz{)(z?’) et tanx = x + % + Izo(z?’), donc
sinz —tanx = —% + mgo(ﬁ) o —%
a3 ; x?
et In(1+sinz) =In (1 tr - +zgo(m“)> =e—7 +zgo(m2), donc
22
In(1+sinz) — tan,rz:Of?.
Ainst,
In(1+sinz) —tanaz  —a?/2 1
sing —tanz  @-0 —3/2

. . In(1+sinz) —tanz . . .. In(1+sinz)—tanz
On en déduit que lim % n’existe pas, mais lim % =
z—0 sinx — tanx 20T sinx — tanx
. In(1+sinz) —tanx
400, et lim —————— = —
z—0- sinz — tanx
Remarque 11. Comme on ne peut en général pas additionner les équivalents, pour
obtenir I’équivalent d’une somme, il suffit d’écrire le DL. Un équivalent de la somme
est alors le premier terme non nul du DL.

1.3.4.2 Etude des branches infinies de fonctions

Dans la suite, on note Cy la courbe représentative de la fonction f :

Cr = A{(z, f())|x € Dy}.
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Définition 8. On dit que C; admet une branche infinie lorsque l'une des deux coor-
données x ou y = f(x) tend vers £oo.

On cherche souvent a déterminer plus précisément ’allure de ces branches infinies.
Peut-on en particulier dire si C; "ressemble" & une autre courbe plus simple ?
Pour cela, définissons la notion de courbes asymptotes.

Définition 9. Soit [ et g deux fonctions définies au voisinage de a fini ou +oo. On
dit que Cy et Cy sont asymptotes (ou que C; admet Cy pour asymptote) au voisinage
de a si lim(f(z) — g(z)) = 0.

r—a

Lorsque l'on sait que deux courbes sont asymptotes au voisinage de a (fini ou £00),
on se demande souvent quelle est leur position relative au voisinage de a. Pour cela, il
suffit d’étudier le signe de f — g au voisinage de a.
Définition 10.

1. Si f(x) — g(z) > 0 au voisinage de a, alors Cy est au-dessus de C, en a.

2. Si f(z) — g(x) <0 au voisinage de a, alors C; est au-dessous de C, en a.

Remarque 12.
1. Silim f(x) = o0 alors la droite d’équation x = a est asymptote a la courbe de
I ;’Jizoismuge de a.
2. Si a:glfoo f(z) = b e R alors la droite d’équation y = b est asymptote a la courbe
de f au voisinage de +o0.

3. Si 1'11;1 f(z) = £o0 et si f admet une DLG en oo alors
T—>To0

" 1 n
f(z):(J,Oprra,lmp’l+...+ap+@+...+a—ﬂ+ 0 (<7>)
xT ’ z—Foo

an x
. a
donc si g(x) = apr? + a1aP' + ... +a, et sia,ry # 0 alors f(x) — g(x) o e an
S
et liril I+l _ o done Cy admet C, pour asymptote au voisinage de oo et la
T—LTOo0

a
postion relative est donnée par le signe de ARy
x

Ainsi, lorsqu’on connait un développement asymptotique de f suffisamment précis,
on peut souvent en déduire l'allure de la courbe représentative de f au voisinage du
point considéré.
Exemple 20. Déterminer, si elles existent, I’équation des courbes asymptotes de f :

P

2

T — ze=*-1 qu voisinage de oo et leur position relative & la courbe de f.
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1.4 Reécapitulatif des développements limités des fonc-
tions usuelles en 0

Pour tout n € N*,

v —1 —-1...(a—n+1
(1+I)a:1+ax+wx2+,”+a(a ) (Oé n -+ )17"+0(:I?n)
2! n! 20

1,2 "
e :1+x+§+,..+ﬁ+xgo(aﬁ)

‘TQ CEQn 2n+1
Ch(.L)fl-‘rg—F"rWﬁ‘xgo(.L )

23 22+ ot
Sh(l)—I-‘ra-‘r...'Fm-}—zgo(l )

a? " 2n+1
COS(I)—17§+...+(71) (2n)!+zg[)(1 )
: z? n z? 2n+2
sm(z)iming”'Jr(il) 2n+1)! zgo(x )

1 2 n n
——=l=z+az"+...42"+ o (a")
1—2z 20
L =l—z+2®+.. . +(-D""+ o (z")
1+2x z—0
1.2 ,TS n—lx" .
1n(1+x):.rf?+§+...+(*l) ;JrLgU(I)
PR 220+

Arctan(z) =0 — —+ —+...+ (=1)" e
rctan(z) = x 3 + 7 +...+ (-1 Tl +zgo(r )

ton(e) =2+ 4 2a g 09
an(r) =x 3 151 mﬁ()l
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1.5 Exercices

Exercice 1 :
Donnez un équivalent des fonctions suivantes en 0 et en 400 :

L hi(e) = 2

2. fo(z) = e® + cos(z)

3. fL;(I) — e3¢ _ 23/2

4. fu(z) = Vo + /sin(z) + /In(1 + )

Exercice 2 :
Calculez la limite de f(x) quand z tend vers a dans les différents cas suivants :

(1+ 2?) sin(z)(e* — 1). u

L fi(z) = tan(52?) =0
oy rn(l+m)
2 ) = Arctan®(z)’ a=0
3. fa(x) = [cos(x)]/ @ 4 =0.
4. fa(z) = (7 — 2z)tan(z), a = 5.
5. fs5(z) = 1In(x)/ cos (§¢> a=1.
14+22 /1
6. fo(x) = sin(1/z) ( ’ 1)’ @ = oo
n(z)\ @

22— 1\?
8. fs(z) = <x2+1) , a = +00.

Exercice 3 :
Ecrivez les développements limités a 'ordre n au voisinage de a des fonctions sui-
vantes :

1. filz)y=2%-322+3,a=2,n=0,n=1,n=3 puis n = 8.
2. foz) = wy a=0,n=2puisn=23.
T
x
3. fa(z a=0.n=5.
fa(z) = tan(z)’ a ,n
4. fylx)=¢c"In(z —1),a=2,n=3.
5. fS(l) :L-‘:-(?OS(‘T)7 (I,:O7 n=4.

2

6. folx) = {xsin G)} La=too,n=2.
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Exercice 4 :
Soit f : R — R une fonction admettant le développement limité suivant au voisinage
de1:
) — z—1) — _1)2 12
flx)y=1+2(@x—-1)—4(z—1) + o (z-1)%).

1. Quelle est I'équation de la tangente & la courbe de f, Cy, au point d’abscisse 17

2. Quelle est la position relative de C; et de cette tangente au voisinage du point
d’abscisse 17

Exercice 5 :
Ecrivez les développements limités en 1 a Pordre 3 de f(z) = v/ et de g(x) = V™.

Exercice 6 :
Déterminez le développement asymptotique en a & 1'ordre n des fonctions suivantes :

1. filz) = x:f) a =400, n=3.
In(l1+=x
2. ﬁ(m):ﬁwzo,n:z

1
3. fs(z) = In(1 4 2?) — = +oo, n = 4.

Exercice 7 :
Déterminez les limites suivantes :

x — Arcsi A+z2 _ 4—22
1) liny Jcni()(:c) 2) liny W
3) i ¢ — e* 1) sin(x) el
im-——— im | ——+
e (x — €)? a—0 | sh(z)

Exercice 8 :
Etudiez les branches infinies des courbes d’équation

1. fz)=va2+1—u.
2. g(z) = 23sin(1).



|Chapitre 2

Intégrales simples

2.1 Définitions

Intuitivement la notion d’intégrale correspond & l'aire algébrique comprise entre le

graphe d’une fonction, l'axe des x et deux droites paralleles a l'axe des y. Par aire

algébrique, on entend que les aires correspondant aux valeurs ou la fonction est
positive (partie du graphe au dessus de P'axe des z) sont comptées positivement
et les aires ou la fonction est négative (partie du graphe en dessous de l'axe des
x) sont comptées négativement. La figure suivante donne une idée de cette aire :

On ajoute l'aire marquée avec un + et on retranche celle marquée avec un —.

On parle d’intégrale simple d’une fonction f lorsque :
e lintervalle d’intégration est un segment [a, b] (intervalle fermé borneé) ;
e la fonction f est définie, sauf peut étre en un nombre fini de points de [a, b],
e la fonction f est bornée sur Dy N [a,b], c’est-a-dire

IM e R;Vz € DyNa,b], |f(x)] < M.

On dira que f € B([a,b]) pour désigner une fonction ayant ces propriétés.
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Définition 11. On dit que f est intégrable sur [a,b] si f; f(x)dz < +o0. On note
Z([a,b]) lensemble des fonctions de B ([a,b]) intégrable sur [a,b].

2.2 Propriétés des fonctions intégrables

2.2.1 Relation de Chasles

On a tout d’abord la propriété importante, donnée par le théoréme suivant, qui va
permettre de simplifier la vérification qu’'une fonction est intégrable ou décomposer le
calcul d’une intégrale en subdivisant I'intervalle d’intégration.

Théoréme 10 (Relation de Chasles).

Soit f € B([a,b]) et ¢ €la,b|.

Si on note par fr = flp,ajad et fo = flp;nes, alors f € I([a,b]) si et seulement si
fi€Z([a,d]) et fo € Z([e,b]). De plus, on a dans ce cas

/f drf/f dm+/f
Remarque 13.

/:f(x)d:p:() et /f /f

2.2.2 Opérations sur les intégrales

Proposition 14. Les propriétés suivantes sont vérifiées.
1. Si f et g€ Z([a,b]) alors f+g € L ([a,b]) et

/f +g(x dT—/f dT+/()d

2. Si f €Z([a,b]) et X €R alors \f € I ([a,b]) et

/b M(x) do = /\Ab f(z) da.

Soit f € Z([a,b]). Si f >0 alors f f(z) dz > 0.
Soient f,g € I ([a,b]). Si f > g alors fa f(x) dz > fab(](:r) dx
Si f € Z([a,b]) alors |f] € Z([a,b]) et on a Uinégalité :

< / @)l d.

Remarque 14. Attention, contrairement a l'addition, lintégrale d’un produit, n’est pas

5 5 5
égale en général au produit des intégrales. Compm’er/ 2ndx et </ 2dz> </ 7rd:t>.
0 0 0

AR

(z) dx
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2.3 Ensembles des fonctions intégrables

Nous allons dans cette partie caractériser quelques classes de fonctions intégrables.

2.3.1 Ensemble de fonctions monotones

Définition 12. On appelle taux d’accroissement de f, le quotient défini pour tout

x #y €I et dans le domaine Dy, par [f(z) — f(y)] /(z —y).

On dit qu’une fonction f, définie sauf peut étre en un nombre fini de points d’un
intervalle I, est monotone sur I si son tauz d’accroissement reste de signe constant.
La fonction est crotssante si son tauzr d’accroissement reste > 0 et décroissante s’il
reste < 0.

Théoréme 11. Si f € B([a,b]) et est monotone sur)a,b| alors f € T ([a,b]).

Le théoreme précédent, avec la relation de Chasles, permet de prouver que la quasi-
totalité des fonctions bornées qu’on rencontre en pratique sont intégrables.

Corollaire 1. Soit f € B([a,b]). Si f est monotone par morceauz sur )a,b| alors
f€Z([a,b]).

2.3.2 Ensemble de fonctions continues

Théoréme 12. Toute fonction f continue sur un segment [a,b] est intégrable sur [a,b].

Corollaire 2. Soit f définie sauf au plus en un nombre fini de points d’un segment
[a,b]. Si f est continue par morceaux sur [a,b] alors f € Z([a,b]).

Proposition 15. Soit f continue sur [a,b]. Si

b
Va € [a,b], f(xz) >0 et / f(z) de =
alors
Va € [a,0], f(z) =
2.3.3 Imégalité de Cauchy-Schwarz

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne une relation entre I'intégrale du produit et le
produit des intégrales.

Proposition 16 (inégalité de Cauchy-Schwarz).
Si f et g sont dans I ([a,b]) alors fg, f? et g* sont dans T ([a,b]) et on a

& < \//;blf(x)z s \// o) do.
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2.4 Le premier théoréme de la moyenne

Théoréme 13. Si f et g sont dans I ([a,b]) et si, Vo € [a,b],g(x) > 0, alors il existe
K vérifiant

m= inf fl&)<K<M= sup f[f(x)
z€la,bjNDy z€(a,b]ND;

/f dac—K/

En particulier, si g est la fonction constante a 1, on a

/f K(b - a).

Le corollaire suivant précise le résultat précédent lorsqu’on suppose que les fonctions
sont continues.

tel que

Corollaire 3. Si f et g sont continues sur [a,b] et si, Vx € [a,b],g(z) > 0, alors il
existe & € [a,b] tel que
b b
[t do= @) [ ote) d.

b
/ f(@) dz = (b— a)f(6).

Remarque 15. Sig=1 et f >0, le 1°" théoréeme de la moyenne exprime qu’il existe
un rectangle de base b — a et de hauteur K

En particulier si g =1,

m= inf <K<M= sup f(z)

z€[a,b] xz€la,b]
b
dont l’aire est égale a / f(z)dz. Ce nombre K est égal a une valeur prise par f dans

Uintervalle [a,b] lorsque f est continue sur [a,b] par le théoreme de Weierstrass (voir
figure ci-dessous).

| v i v= ()
" Vs

Rectange dae Rectangle daire
gale & lintégrale égale alintégrale

Exemple 21. Soit a un réel strictement positif. Calculez hm/ cose dz.
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2.5 Intégrale et primitive

Le but de ce paragraphe est de faire le lien entre I'intégrale que nous venons de
définir et les primitives.

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point. Soit @ € I. On suppose
que f est une fonction définie sur I et que pour tout x € I, f est intégrable sur [a, x]
siz > aetsur[z,a] sz <a.

Définition 13. On appelle primitive d’une fonction f sur I une fonction F, dérivable
sur I telle que pour tout x dans I, F'(z) = f(x).

On a le théoréme fondamental du calcul intégral suivant qui montre que
e une fonction continue admet toujours une primitive
e l'intégrale d’une fonction f peut se calculer a I'aide d’une primitive F' de f.

Théoréme 14. Si I est un intervalle non vide et non réduit ¢ un point et si f € C°(I),
les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Va € 1, la fonction G, définie sur I par
x — Gu(x) :/ f(t) dt

est de classe C1 sur I et vérifieVz € I ,G!(x) = f(x)
(autrement dit, G, est la primitive de [ sur I qui s’annule en a).

2. si ' est une primitive quelconque de f sur I alors F — G, est égale a une
constante et

F(J:):F((J,)Jr/zf(t)dt:F(a)Jr/IF’(t)dt, Vo e I.

Par abus de notation, on écrit parfois /f(x)dm pour désigner une primitive F' de f,
sans préciser la constante d’z‘ntégmtion( ou le point ot s’annule cette primitive F'.

b
Remarque 16. Si on choisit v = b € I, on a F(b) — F(a) = / f(t)dt, la quantité

a
F(b) — F(a) est l’accroissement de F' entre a et b. Il est aussi noté des deuz fagons
suivantes

Si on suppose juste que la fonction f est intégrable sur I et pas nécessairement
continue sur I, alors pour tout a € I, la fonction G, définie sur I par
xr

= Go(z) = f(t) dt est continue sur I mais peut ne pas étre dérivable comme le

a
montrent le théoréme et les exemples suivants.
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Théoréme 15. Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point et a € I.
On suppose que f est une fonction définie sur I sauf éventuellement en un nombre fini
de ses points et que pour tout v € I, f est intégrable sur [a,x] si x > a et sur [z,a] si
x < a. Alors la fonction F définie sur I par

F(x) :/ f@)ydt (zel)
est continue sur 1.

C’est donc bien la continuité de f au voisinage de zy € I qui assure que la fonction
T

x = / f(t)dt est derivable au voisinage de zo € I.
a

2.6 Calcul intégral

2.6.1 Intégration par parties

Théoréme 16. Soit u et v de classe C* sur un intervalle I. Alors
b b
/ u(z)'(z) do = [} —/ ' (z)v(z) dx

ol [uv]z = u(b)v(b) — u(a)v(a) désigne l'accroissement de la fonction uv entre a et b.

Exemple 22.  Calculez la primitive de la fonction In qui s’annule en 1.

2.6.2 Changement de variable

Théoréme 17. Si f est une fonction continue sur un intervalle J et si ¢ est une
fonction de classe Ct sur un intervalle I & valeurs dans J, alors pour a et b dans J,

@ (b) b
/ f(y) dy = / Fle®) () at

o(a)

Exemple 23. Calculez, en justifiant les changements de variable utilisés, les intégrales

suivantes : 1 2
€ l "
/ V1I—22 do et / Mdl‘
0 v

Les hypothéses du théoréme précédent sont trop restrictives. On a vu plus haut
que I'ensemble des fonctions continues est relativement réduit par rapport a ’ensemble
des fonctions intégrables. De plus, la démonstration de ce théoréme reléve plus des
propriétés des primitives et du théoréme de dérivation des fonctions composées que des
propriétés de Uintégrale. Nous en donnons ci-dessous une version bien plus générale.
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Théoréme 18. Soit f € Z ([c,d]) et p une fonction de classe C* strictement croissante
sur [a,b] telle p(a) = c et o(b) = d.
On a alors x — f(p(z))¢'(x) € Z([a,b]) et

/a ' Hola)) ¢/ (w) da = / ") d

(On a un énoncé et un résultat analogue si ¢ est strictement décroissante.)

2.6.3 Tableau récapitulatif des primitives usuelles

Les primitives des fonctions usuelles ci-dessous s’obtiennent par intégration "di-
recte", en utilisant un changement de variable ou une intégration par parties. Pour
chaque primitive, k désigne un réel quelconque.

m amHl . dz
/z dlf,{n/+1+kblrn7é—1 - = In(|z|) + &

/e“”dx:e””Jrk

/sin(z)dw = —cos(z) + k

/coszx dx = tan(x) + k

/ch )dx = sh(z)dz + k

In(z)dr = zln(z) —z + k

cos(z)dx = sin(z) + k
1 1
de = — k
sin(z) ‘ tan(x) *

sh(z)dz = ch(z)dz + k

\\\\\\

1
=th(z) + k dr =
/ (,hz(l (@) + sh?(z) ‘ th(z) *
dx dx 1
=A -
/12+1 retan(z) + k = -1-3
dx

\/Tﬁ = Argsh(z) + k /\/ﬁ = Argch(z) + k
dx —dw

N Aresin(z) + k =

2.6.4 Primitives des fonctions rationnelles

= Arccos(z) + k

Le paragraphe précédent fournit les primitives de quelques fonctions usuelles. On
y retrouve des fonctions rationnelles. On va chercher a se ramener a ces situations
connues par changement de variable ou intégration par parties.

La premicre étape consiste toujours & décomposer la fonction en éléments simples.

1
N’apparaissent alors plus que des polynémes ou des termes de la forme ﬁ et
r—a)"
ar+b

——————— avec p’ —4¢ < 0.
@+prt+qr P 1
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Traitons ici deux exemples :

Exemple 24.
T+ 2

1. Déterminons les primitives de la fonction x — f(z) = GoD) @rap
x—1) (z

La décomposition en éléments simples de f vaut :

T+2 3 3 3 1
flz) = 5T D 1253 1632 1z an
(x—1) (z+3) 64 (x—1) 64 (z+3) 16(x+3) 4(x+3)
On obtient donc

/7104_2 d:p—iln vl + 3 - ! +c
(-1 (z+33 " 64 \a+3) 16(x+3) 8(x+3)?2

241
2. Soit la fonction g(x) = 1(1;—&-7—;-5—1)2 Sa décomposition en éléments simples
vaut :
1 z+1 1
9(@) = —— 55— T2t 2
z 24+z+1 (P+z+1)
On a donc

1 r+1 !
/g(x)dxi/;dxi/ﬂ-i-x-&-ldxi/(:L‘2+1L‘+1)2dx

Pour les deux derniéres primitives, on remarque que

it (e Y 232312 (LN
SR 1 al|vs "2

2 1
ce qui conduit & faire le changement de variable t = ﬁ (T + 5) On a donc

1
m2+m+1:§(t2+1),x:?t7§,d.?::ﬁdf et x +17§1‘+7 Ainsi,

/ r+1 d / tdt +/
———dx = s
?2+r+1 2+1 \/§(t2+1)'

dx 8v/3 dt
/(x2+x+1)2 :/ 9 @+
On peut alors calculer d’une part
/ z+1 dr — /tdt +/ dt
2?2+ x+1 2+1 V32 +1

1 1
= —In(1+4¢*) + — Arctan(t) + k. k € R
(14 £ + = Arctant) + b

1
=5 In(z® +z+1)+

et

1 2 1
Arctan ( T
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1
Wdt. 1l suffit d’écrire

1 2 +1 —t?
[@me= [ wrpet [ wrme

Le premier terme du second membre est seulement

41 1
/mdt: /mdt:Arctan(t)Jrk,k eR.

D’autre part, calculons I = /

Le second terme se traite comme suit

2
/ ﬁdt: / w(t)/(8) dt

—2t
(t2+1)2

une intégration par parties donne

avec u(t) = t/2 et v'(t) = avec u et v de classe C*. Comme v(t) =

1
@

—t? 1 t 1 1 1 t 1
[ = [ = —A N .
/ CEEE dt 2@+ 1) 2 / @+ 1) dt 2@ +1) 2 retan(t)+k, k € R

On a finalement

1 t 1
/ e 1)20115 =5 1) + 3 Arctan(t) + k, k € R.

Ainsi

1 83 t 1
= dr o= 20 Arctan(t) b+ k
/(:c2+:c+1)2 ’ 9 {2(t2+1)+2 ”“"()}Jr

22+ 1 43 2z +1
= TS L PV Ay
3@rarl) 9 "a”(

)Jrk,keR

&

Finalement, une primitive de g est donnée par

2+r+1

1 z? 27 + 1 V3 <21’+1>
g(x)dr = =In Arctan +k,keR.
/“’() 2 ( ) V3

3@ +a+1) 9

2.6.5 Polynomes et fractions en sinus et cosinus
Polynoémes en sin(z), cos(x)
On cherche des primitives de la forme I, ,,(z) = / sin™(z) cos™(z)dx ot m et n

sont des entiers naturels. La méthode dépend de la parité de n et m
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e sin ou m est impair :
sin=2p+ 1, sin®™(2) = [1 — cos?(z)]? sin(z), et

Iym(z) = /[1 — cos?(2)]P cos™(z) sin(x) dz.
On pose alors ¢t = cos(z) , de sorte que dt = —sin(z) dz et
Lym(z) = — /[1 — 2P tm dt.
Sim =2¢+1, c’est t = sin(x) que l'on doit poser.

e si n et m sont pairs : on peut linéariser 'expression sin®(x) cos? ().
Exemple : Pour le calcul de 154, on peut procéder de la fagon suivante :

Ly(z) = /cosg(x)[cos(x) sin(z)]?dz,
/% [cos(2z) + 1] i sin®(27) dz,

é/cos(?x) sin?(22) dx + % /[1 — cos(4x)] dx.

On est ramené au cas précédent pour le calcul de la premiére primitive.

Fractions en sin(z) et cos(x) : Régles de Bioche
La régle consiste a regarder quel changement de variable laisse f(x)dx invariant.

e lorsque f(x) dx est invariant par le changement de variable  — —x (c’est-a-dire,
f(=z)d(—z) = f(x)dz), on pose t = cosz,

o lorsque f(z)dz est invariant par le changement de variable x — 7 — & (c’est-a-
dire, f(m —x)d(m — z) = f(x)dz), on pose t = sinz,

e lorsque f(z)dz est invariant par le changement de variable z — 7 + 2 (c’est-a-
dire, f(r+2z)d(m+x) = f(z) dz ou encore f(m+x) = f(z)), on pose t = tanx,

e lorsque f(x)dr n’est invariant par aucun des changements de variable précé-
dents, on utilise I’expression de sin x et cos x en fonction de tan (g) pour obtenir

leur représentation rationnelle :

T 1—¢ 2t 2dt
t = tan <7) avec cosx = , sinx = et dr = .
2 1+¢2 1+¢2 1412

Exemple 25.

1
(o) = [ fte w10 = oy

f(z)dz est invariant par le changement x — —x; on pose t = cosz, et donc dt =
—sinazdz. Nous allons multiplier le numérateur et le dénominateur par — sin(z) pour
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obtenir le terme dt au numérateur, puis nous débrouiller pour ne faire apparaitre que
des cos(z) :

dx _ —sin(z) .
/sin(a:) +sin(2z) /—sinz(m) — sin(z) (2sin(z )cos(m))d ’

— sin(z)

/*bln () fQSiHQ(x)cos(x)dx’
_ / — sin(x)

d .
cos?(z) — 1 — 2 cos(z)[1 — cos?(z)] “

Ly
/ 2 —1—2t(1— 1)

! dt
/(t—l)(t+1)(2t+1) 7

_/ldt +/ldt _/gzdt
N 6t—1 2t +1 32t 4+ 1’

en utilisant le fait que sin(2x) = 2cos(z)sin(z), que cos’(x) + sin®(z) = 1 puis en
1

décomposant la fraction DTSk
Par suite,
Ti(z) = 7111\15— 11+ = ln|t+1\ —7ln|2t+1\ +kkeR
et, en revenant a la variable x :
Ty(x) = éln |cos(z) — 1| + %ln |cos(z) + 1] — gln [2cos(z) + 1| + k, k € R.

dx

Exemple 26. Calculons Ty(z) = /2‘*‘7()
sin(x

Le quotient n’étant invariant par aucun des trois changements de variable

dx
2 +sin(z)

élémentaires, on pose t = tan (E> donc dx = 2t et sin(x) = 2t .
’ 2 (1+12) 1+12
Ty(x) = /<2 : >2(h2
+ 1+t2 1+t
dt
- /t2 Tt+1
2v3

= TAT'CHZTL(U) +kkeR avec u= i(t+ 1/2)

V3
23

2 1
= TAT’CtCLTL(\/g <t+§>) +kkeR

2V3 23 r 1
= TArctan <3 (tan 5 + 2)) +kkeR
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2.6.6 Pour aller plus loin : Fonctions hyperboliques

Cette fois on s’intéresse aux fonctions du type f(x) = F(ch(z), sh(z)).
La méthode est la méme que pour les fonctions rationnelles trigonométriques. Pour

calculer /F(ch(:r), sh(x))dxz, on examine /F(cosm,sinm)dx.

. Si/ F(cos(z),sin(z))dz se calcule avec ¢t = cos(x) alors /F(ch(ar:)7 sh(z))dx
se calcule avec t = ch(z).

e Si / (cos(z),sin(z))dx se calcule avec t = sin(z) alors /F(ch(ar,)7 sh(z))dx
se calcule avec ¢t = sh(z).

e Si / (cos(z),sin(z))dz se calcule avec t = tan(x) alors /F(ch(ac)7 sh(z))dx
se calcule avec ¢ = th(z).

e Si /F(cos(x)7 sin(z))dz se calcule avec ¢t = tan (g) alors /F(ch(x), sh(z))dx
peut se calculer avec t = th (g) mais il est préférable d’utiliser le changement
t=e".

Exemple 27. Calculons Hy(z) = /W
J sh(z) + sh(2x

D’apreés Uétude de Th, il faut poser t = ch(x) mais, cette fois les formules sont :
ch*(z) — sh?(x) = 1, sh(2x) = 2ch(z)sh(z) et dt = sh(x)dz. On obtient donc :

/ dz _ / sh(x)d

sh(z) + sh(2x) sh?(x) + sh(x)[2sh(x) ch(z)]
_ / sh(x)dz

sh?(x) + 2sh*(z) ch(x)

_ / sh(zx)dx
ch?(z) — 14 2¢h(x)[ch?(z) — 1]

dt B dt
22— 1+42t(t2 - 1) 7/(t71)(t+1)(2t+1)

B /1 dt +/‘1 dt 7/3 2dt
n 6t—1 2t +1 32t 41

Par suite,

1 1 2
Hy(x) 61n\t—1|+§1n\t+1\—7ln|2t+1\+k’,ke]R

= éln\ch(l) -1+ = ln\ch(l) +1|— §1I1|26h(£13) +1|+kkeR.

Exemple 28. Calculons Hy(x) = /m
¢ s
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Pour cette intégrale, on n’observe aucune invariance. Comme on l’a indiqué, il est
préférable de poser t = e®.

dx e’
Hy(z) = = dx.
éez _ lefz §e2x _ 1
2 2 2 2

On fait le changement de variable t = e* qui entraine dt = t dx.

dx
Hy(z) = /Stgil

T2
2 dt
= 3 71

= \/§ +kkeR
3 +\3f
\/5
—_— R.
3 +f+kke

42

INTEGRALES SIMPLES

2.7 Exercices

Exercice 1 :

Calculez les intégrales suivantes en justifiant au préalable leur existence :

-1 2
1./ (z+1)(x +3m+3)dz
2

(22 + 4z +5)2

5 / P sml@)
" Jo Ll+cos(z)+cos(2z)

ol

cos(z)

3'/0 sin(z)? — 5sin(z) + 6

1 1
4. / ——dx
o ch(z)
1 o 1
5. / 92 + dr.
o e +1

Exercice 2 :

dzr

Déterminez les primitives suivantes :
A4 2 2
1. / B
(@ + D +27
1
2. / ——dx
cos(z)
3 / _tan(z)
14 cos(x)
|
4. / 5 dx.
et + e

Exercice 3 :
Soit f la fonction définie par f(z) = —=2&)_ Calculez I = fo x f(x

1+cos(z)?
Indication : On pourra commencer par montrer que I =7 fo f(z)dx.

Exercice 4 :

Soit I, = / (1 — *)"dt pour tout n € N.
Jo

1. Etablissez une relation de récurrence entre Iy et I,
2. Calculez I,,.

)k
3. Déduisez-en Z Wt 10’“

x)dx.



Chapitre

Intégrales généralisées

Nous allons étendre la notion d’intégrale lorsque l'intervalle d’intégration est non
borné ou lorsque la fonction n’est pas bornée.

3.1 Définitions et premiéres propriétés

3.1.1 Intégrales en dehors du cadre des intégrales simples

On veut définir 'intégrale d’une fonction f, définie sauf au plus en un nombre fini
de points d’un intervalle I, dans les cas suivants :

e lintervalle d’intégration I est non borné : I = |—o0,+o00[ ou I est une demi-
droite,
e la fonction f ne reste pas bornée lorsque  — a € I, le point a pouvant étre a
Pintérieur de I ou une extrémité de 1.
Gréce a la relation de Chasles, on se rameéne toujours a l'une des deux situations
suivantes :

1. Dintervalle I est de la forme [a, +o00[ ou I = ]—00,4a], a € R;

2. l'un des cas suivants : I =]a,b] et f(z) ne reste pas bornée lorsque x — a ou
I =la,b] et f(x) ne reste pas bornée lorsque z — b

Les secondes situations de (1) et (2) se traitent exactement comme les premiéres.
Nous allons donc examiner celles-ci, les adaptations étant immédiates pour les cas
I =] —o0,d] et I =[a,b] et f(x) ne reste pas bornée lorsque & — b. La figure suivante
donne les deux cas génériques qui ne rentrent pas dans le carde des intégrales simples.
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[Fonction non bornée en a Intervalle d'intégration non borné

3.1.2 Définition des intégrales généralisées

Définition 14. 1. Soit f une fonction que U'on veut intégrer sur I =)a,b], qui n'est
pas bornée lorsque x — a :
Si

(a) la restriction de [ sur tout intervalle [x,b], avec x €la,b[, est intégrable :
Vo €la,bl, f € Z([z,b])
(b) Vx €la,b),F : x — f;f(t)dt admet une limite finie { quand x — a

alors intégrale généralisée fabf(t)dt est convergente. La limite { est appelée
intégrale généralisée (ou impropre) de f entre a et b et notée

b b
/ ftdt = fﬁrg/ f(t)dt = fZ{LLF(l)

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale est divergente.
2. Soit f une fonction que l'on veut intégrer sur I = [a,+oo| : Si

(a) la restriction de f sur tout intervalle [a,z], avec x > a, est intégradle :
Vo > a, f € I([a, z])

(b) Vo > a,F :x— [T f(t)dt admet une limite finie ¢ quand x — 400

alors lintégrale généralisée fabf(t)dt est convergente. La limite { est appelée
intégrale généralisée (ou impropre) de f entre a et b et notée

/b fdt = lim /f ft)dt = lim F(x).

T—+00 T—+00

On dit que lintégrale est divergente si F(x) ne tend pas vers une limite finie
lorsque © — +00.

Remarque 17. Par commodité, on utilise souvent la notation

/abf(x) dz ou +oof(ac) dx

a
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pour désigner une intégrale généralisée que l’'on veut calculer ou étudier méme si on ne
sait pas a priori si elle est convergente.

Exemple 29. Etudiez la nature de fol %dz et fol I%dl’

3.1.3 Intégrales de Riemann

La proposition qui suit donne les conditions de convergence d’intégrales de référence
appelées intégrales de Riemann. Elles permettent a ’aide de critéres développés dans
la suite, d’étudier la convergence d’un grand nombre d’intégrales généralisées.

Proposition 17. Pour tout réel a > 0, on a
a1 )
— dx est convergente ssi o < 1. (3.1)
0 T
De méme,

+o00 1
/ — dx est convergente ssi a > 1. (3.2)
a :Ea

. 1 . . .
Preuve : La fonction x = — est continue sur ]0, +oo[. Il faut donc étudier la conver-
@
gence en 0 et en +o0.

B
dx ) -

11 suffit pour cela de calculer / —, puis & B > 0 fixé, faire tendre A vers 0 pour
T

4
obtenir (3.1), et & A > 0 fixé, faire tendre B vers 400 pour obtenir (3.2). On a

[111|.7:H§:111B71nA si a=1,

B dx B
T ! = ! — ! si a#l
4 (I—a)eo1|,  (I—a)Be1 (1 —a)Ae! ‘

Etude en 0 : Pour tout réel B > A > 0, on obtient

400 si a=1,
li P do = 71 sia<l
A5 Lo ) (I—a)B>t ~ ’
+00 sioa>1,

B dx . .
donc — converge si et seulement si o <1 .
0 T

Etude en 400 : Pour tout réel B > A > 0, on obtient

+00 si a=1,

li P do = ! i >1
BAISEOO/A o (a — 1)A0*1 sLoa ’
+00 si a<l1,
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+o00
donc — converge si et seulement si a > 1 .
{03
A T

Corollaire 4. Pour tous réels a, b tels que 0 < a < b, on a

boq
/ (bia converge si et seulement si a <1,
a

— )

b dx
/ (7& converge si et seulement st o <1.
T
a

:—a)

3.1.4 Propriétés immédiates

Les propriétés données par les propositions suivantes sont des conséquences directes
des propriétés des intégrales simples. On a d’abord la proposition suivante qui montre
que la convergence de 'intégrale généralisée f: f(t)dt en a ou celle de f:w f(t)dt ne
depend ni de b pour la premiere ni de a pour la seconde et que la relation de Chasles
s’étend aux intégrales généralisées.

Proposition 18. Pour tout ¢ tel que a < ¢ < b, U'intégrale généralisée fabf(t)dt, avec f
non bornée lorsque x — a, est convergente si et seulement si f; f(t)dt est convergente

et /u” F(t)dt = /a ft)dt + /cb f(t)dt.

On a de méme, pour tout c tel que ¢ > a, l'intégrale généralisée f;roo f(t)dt est conver-
gente si et seulement si fjoo f(t)dt est convergente et

+o00

- f(t)dt = /Cf(t)dw f(t)dt.

a

Proposition 19. Soit f et g deux fonctions vérifiant les conditions générales de la
proposition précédente. Si fab f(z) dz et f;q(x) dx sont toutes les deux convergentes,

b
pour tous réels \ et u, lintégrale généralisée / M (@) + pg(z)dz converge et on a

b

/a.b)\f(.r) + pg(z)de = /\/abf(x) dw+u/ g(z) dx.

400
Proposition 20. Si 1'114{1 flz)=£+£0, £ €R dlors / f(z)dx diverge.
T—+0C a

+o00

Remarque 18. Attention, hgl flz)=0=» f(t)dt est convergente.
T—+00 a
. 1 o +00 1
Par ezemple, lim = =0 et pourtant [ % = In(z)—In(a) — oo donc —dz
T—+oo T z—+00 a xX

diverge.
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3.2 Convergence absolue

3.2.1 Intégrales de fonctions positives

Dans ce paragraphe nous allons établir des critéres de convergence qui ne sont
valables que pour des fonctions positives.

Théoréme 19. 1. Soit f > 0 sur Dy()|a, +oo[ (resp. sur Dy(|a,b]). Lintégrale
généralisée f:oo f(t)dt (resp. fabf(t)dt) est convergente si et seulement si

T b
aM e R, / ft)dt < M, Vz € [a, +oo|(resp. / ft)dt < M, Vz €]a,b]).

2. Soient f et g deux fonctions vérifiant 0 < f(x) < g(x), Yo € Dy Dy(a, +o0|
(resp. sur Dy (Dy(a,b]), alors
+oo

e i g(x)dx converge alors f(x)dz converge.
¢ b b
(resp. si/ g(x)dx converge alors | f(x)dz converge).
4oo O +oo
® si f(z)dz diverge alors / g(z)dz diverge.

a

b b
(resp. si/ f(z)dz diverge alors/ g(x)dx diverge).

3. Soient f et g deux fonctions vérifiant f(z) et g(x) > 0 pour tout x € Dy (\ Dy ([a, +00[

. f(2) . x
resp. sur Dy (D, a,b]), et lim —= = £ € R (resp. lim —~ = ¢ € R).
( /NP, M), et Jim 223 fresp. T T )
Alors
+oo +00
(>0= f(z)dx et / g(z)dx sont de méme nature

(sont toutes les deux convergentes ou toutes les deuz divergentes).

b b
(resp. /f(:c)dT et /g(x)dx sont de méme nature).

4. En particulier, si f(x) +~oog(x) (resp. f(:c):g(r)) alors
+oo
a
Remarque 19. Ilbcst évident que si une fonction f est négative alors —f est positive
et les intégrales / f(x)dz et / (—=f)(x)dx seront de méme nature. Les résultats de
ce paragraphe seront encore valables pour des fonctions négatives.

Exemple 30. Déterminez la nature de f:m wﬁ% avec a > e, selon les valeurs de a.

+oo b b
(x)dz et / g(x)dx (resp. /f(z)dx et /q(z)dx) sont de méme nature
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3.2.2 Absolue convergence

L’importance des critéres de convergence sur les intégrales de fonctions positives
vient aussi du critére suivant.
Théoréme-Définition 1. Si lintégrale généralisée [ |f(x)|dz (resp. jab|f(7c)\dx)
est convergente alors f:w f(x)dz (resp. fabf(li)d’b) est convergente. On dit alors que
Uintégrale f:oc f(x)dz (resp. fab f(z)dz) est absolument convergente.

sinx
2

+o0
Exemple 31. Etudiez la nature de / dx
1

x
Remarque 20. Attention : la réciproque du théoréme 1 est fausse. Une in-
tégrale généralisée peut étre convergente sans étre absolument convergente. On
dit alors qu’elle est semi-convergente.

Exemple 32. Considérons l'intégrale généralisée

+00 o
sinx
/ dx.
Jo z

L ) . . sinx
C’est une intégrale simple au voisinage de x = 0 car hII(l)
z—=0 T
pose qu’au voisinage de linfini. Comme la convergence de l'intégrale ne dépend pas de

la borne x = 0, on va étudier celle de

400 o1
smmax
/ dx
” T

pour ne pas introduire une difficulté qui n’en est pas.
On regarde d’abord si cette intégrale est absolument convergente. Comme |sinz| < 1,
on a

= 1. Le probléme ne se

sinz sinz
.2 ; .
2

Mais |sinz|” = sin®z = (1 — cos(22))/2 et done

a . 2 a a
. 1 0s(2
/ Mdeé/ 7(19;,%/ Mr]r
i x r Z ™ £

On calcule la 1% intégrale et on intégre par parties la seconde

% |sin z|? sin (2 @ sin (2
/ %dm: tIn(a/m) -1 (Sm( @) +/7r bmgm)d.@> .

,r a T

sin (2z 1 o gin (22
LZ)' < l’mtégmle/ #daﬁest absolument convergente et donc
x x . T

a .3 +00 o3
lim / L11(22‘?:)%17:/ Sln(?x)dmeR.

a—+oo z 2

Comme
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1l vient donc

a—+oo 4

@ |gi 2 +00 o3
sin sin (2
lim Mday =400—-0-1 Md?‘ = +o00.
J I ™ 1:2

Des critéres de comparaison pour les fonctions positives, on déduit que
a
/w

+00 it
sin ,
et donc dx n’est pas absolument convergente.
0 z

sin z|

dx est divergente

r+00

. . sin x
On regarde maintenant si

dz est convergente. Comme ci-dessus, on utilise
™

une intégration par parties

a - r=a a
sinz —cosw cos T
——dx = - 5—dx.

Comme |cosz| Ja® < 1/x%, Uintégrale correspondante est absolument convergente. Il en

+oo
résulte que / ——dx est convergente et
x
™

T sing 1 0 cos
der = —— — 5 dx.
. x T - x

+o00 p
o sinx , )
Ainsi, ——dx n’est pas absolument convergente mais converge.
o x
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3.3 Exercices

Exercice 1 :
Etudiez la nature des intégrales suivantes :

+oo ,—x
1. / e—de.
1 T

T g4 g

o Vrt+a?

+oo 1—¢e®
3. / S
0 T2

+ool 1 . o
/ n( -‘rl)(iOb{L .
0 ot s

oo o 4o
f2 h‘”(z)di oua€R

2. dr,a € R.

L

(@

6 /+oc df
ooty

Exercice 2 :

1. Soit a > 0. Montrez que f;rm 2"1%) dx converge. Déduisez-en que f1+00 wjff)d :
converge.
2. Montrez que frw %das diverge. Déduisez-en que f;rw Coiﬂ dz diverge.

Exercice 3 :

+oo
Soit la fonction I' définie par I'(z) = / e "t
Jo
1. Déterminez le domaine de définition de la fonction T

2. A Taide d’une intégration par parties, montrez que Vo > 0, T'(z + 1) = 2T'(z).
3. Déduisez-en la valeur de I'(n + 1), Vn € N.
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Chapitre

Espaces vectoriels

4.1 Généralités

”»

Définition 15. Soit un ensemble E muni d’une loi interne ” +7 et d’une loi externe

7. définies par

+ : ExE — FE (loi interne) o KxE — E (loi externe).

(v1,v2) > v+ 09 (ANv) — Aw
L’espace (E,+,.) est un espace vectoriel sur le corps K si les propriétés suivantes
sont vérifiées :

1. (E,+) est un groupe commutatif (+ est interne, commutative, associative, exis-
tence d’un neutre et d’un symétrique pour tout élément de E),

2. la loi externe ”.” est telle que pour tout vy, vy dans E et tout A\, i dans K,
(a) A.(v1 +v2) = Avp + Avg,
(b) (A4 p).vr = Aoy + vy,
(c) (Ap)vr = A(pvn),
(d) 1x.v1 = vy.
Les éléments de E sont appelés des vecteurs, ceur de K des scalaires.

Exemple 33.

1. R™ est un espace vectoriel réel pour les lois + et . définies par :
VAER,V (z1,22,...,2,) €ER™, YV (y1,90,...,yn) €R"

(T1, 22, 20) + (Y1, Y2, Un) = (L1 4y, 22+ Yo, ..o, T+ Yn)
Mz, 29, xn) = (Ax1,AZo, ..., ALy).

2. L’ensemble R[z] des polynomes a coefficients dans R muni des lois + et . habi-
tuelles a une structure d’espace vectoriel sur R.
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3. L’ensemble M,,,(R) des matrices a n lignes et p colonnes muni des lois + et .
habituelles a une structure d’espace vectoriel sur R.

4. Soit I un ensemble et F' un espace vectoriel sur R. L’ensemble F(I,F) des
applications de I dans F' muni des lois + et . habituelles a une structure d’espace
vectoriel sur R.

5. L’ensemble des suites réelles muni des lois + et . habituelles a une structure
d’espace vectoriel sur R.

Remarque 21. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur K. On désigne par x et y des
vecteurs de E et par \ et p des scalaires. Alors

Az —y) = dxz—Ay

AN=—p.x = dz—px

Théoréme 20. \.z =0 < A =0k ouz = 0g.

4.2 Sous-espace vectoriel

4.2.1 Définitions

Définition 16. Soit (E, +,.) un espace vectoriel sur K et F' un sous-ensemble non vide
de E. (F,+,.) est un sous-espace vectoriel de E si la restriction des lois de E  F
fait de F' un espace vectoriel sur K.

Théoréme 21. Soit F' un sous-ensemble de E.
F est un sous-espace vectoriel de E <= F # () et VA € K, V(z,y) € F?, Aa+y e F
Remarque 22.

1. F sous-espace vectoriel de E implique Op € F.

2. Pour montrer que (F,+,.) est un espace vectoriel, il est plus facile de montrer
que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel déja connu.

4.2.2 Exemples
1. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur K, alors E et {0z} sont des sous-espaces
vectoriels de £.

2. L’ensemble C(I,R) des applications continues de I vers R est un sous-espace
vectoriel de F(I,R).

3. Sin € N, 'ensemble R,,[z] des polynémes de R[z]| de degré inférieur ou égal a n
est un sous-espace vectoriel de Rz].

4. F ={(z,y) € R?,x = 0} est un sous-espace vectoriel de R

5. H = {(z,y) € R?,xy = 0} n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.
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4.2.3 Intersection et somme de sous-espaces vectoriels
Dans tout ce paragraphe, I et GG sont deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace
vectoriel F.

Théoréme 22. F NG est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 17. Soit n € N* et (z1,x9, -+ ,z,) € E™.
On dit que x € E est combinaison linéaire de x1,xa,- - , &, 'l existe (A, g, -+, \p) €
K" tel que

n
T = /\1I1 + /\21’2 + -+ )\nl’n = Z /\/El
i=1

Définition 18. Soit A une partie de E. On note Vect(A) le plus petit (au sens de
Uinclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A. On dit aussi que Vect(A) est le
sous-espace vectoriel engendré par A.

Théoréme 23. Soit A une partie de E.
1. Vect(d) = {0g}.

2. Si A+ 0 alors Vect(A) est Uensemble des combinaisons linéaires d’éléments de
A

VGCt(A) = {.T € E‘H(Alv)‘%'“ 1)‘n) € K", EI(IhIZv"‘ 7-Tn) € An:,l‘ = ZAzxz} .
i=1

Exemple 34.
1. Soit F ={(z,y,2) € R% 2 —y =0} un sous-espace vectoriel de R.
Déterminez B C R3 tel que F = Vect(B).
2. Soit l'équation différenticlle linéaire () y" — 3y +2y = 0. Si fi(z) = € et
fa(z) = ¥ alors les solutions de (£) sont Sol(€) = {\f1 + ufz, (A, p) € R?}.
Trouvez A pour que Sol (£) = Vect(A).

Définition 19. On définit la somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E par
F+G = {z € E‘H(:L‘,y) € Fx G;z:x+y} = Vect(F UQG).

Exemple 35.
Déterminez F + G lorsque F = {(z,y) € R% 2 =0} et G = {(z,y) € R%y =0}.

Proposition 21. Notons F,G et H trois sous-espaces vectoriels de E. L’opération
somme de deux sous-espaces vectoriels a les propriétés suivantes :

1. F+(G+ H)=(F+G)+ H. On dit alors que la loi” +7 est associative.
On note F'+ G + H la somme des trois sous-espaces vectoriels.
2. F+G=G+F, laloi + est donc commutative.
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3. F+{0g} ={0pg}+F=F.
4. F+F=Fmaus F+G=F+H#G=H.

Définition 20. Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. La somme F + G est
directe si FNG = {0g}. On note alors F & G.

Définition 21. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans
E si les assertions suivantes sont vérifices

i) E=F+G,

ii) la somme est directe i.e. FNG = {0g}.
On note alors E = F ®G.

Exemple 36.
1. Les espaces F = {(z,y) € Rz = 0} et G = {(z,y) € RYy = 0} sont-ils
supplémentaires dans R? ?
2. Soit E = F(R,R). On consideére F le sous-ensemble des fonctions paires et G le
sous-ensemble des fonctions impaires. Vérifiez que F' et G sont des sous-espaces
vectoriels de E. Sont-ils supplémentaires dans E ?

Théoréme 24. E=F &G <= Ve € E,3(y,2) e FxG,x =y + =
On peut, grace a 'équivalence du théoréme 24, définir la somme directe de plusieurs
sous espaces vectoriels.
Définition 22. Si Ey, Es,--- , E, sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vecto-
riel E, on dit que la somme F = Ey + Ey + - -- + E, est directe si
VoveF, 3l (v,ve, - ,0) EE1 X By X X Epiv =01 +0s+ -+ .

p
Dans ce cas on note F' = E; © Ey @ --- ® E, ou encore ' = @E

i=1
Proposition 22. Soit £y, Ey, -+, E,_1, E, des sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel E tels que F = Ey @ Ex @ ---® Ey_1. Si F et E, sont en somme directe alors la
somme By 4+ Ey + --- 4+ E, est directe. Autrement dit,

(E1@E,® ®E,1)®E,=E1®0E& - ®FE,

4.3 Famille génératrice, famille libre, base

4.3.1 Définitions

Définition 23. Soit I et E deux ensembles. On considére une application qui o tout
i dans I associe un élément de E noté x;. Cette application définit une famille que
lon note (z;)ier-

La famille (x;)ier est finie si I est un ensemble de cardinal fini, elle est infinie dans le
cas contraire.
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Remarque 23. Les z; ne sont pas nécessairement distincts. Si I = {1,2,--- ,n} alors
la famille (x;);er représente le n—uplet (1,22, ,x,). A ne pas confondre avec l'en-
semble {x1, T2, , Ty}

Définition 24. Soit A = (v1,x9," - ,,) une famille non vide de E.
o A est une famille génératrice de E si E = Vect(A).
On dit aussi que A engendre E.
Tout élément de E est donc une combinaison linéaire de vecteurs de A.
o La famille A est libre siV( Ay, Ag, -+, \p) € K™,
MTL+XTo+ -+ AT, =0 = A=Ay = =\, = Og.
On dit aussi que les vecteurs x; sont linéairement indépendants.
o A est liée si elle n'est pas libre : (A1, Ao, -+, \,) € K™ tel que
)\lxl + )\21’2 ++ )\nwn = OE et ()\17 AQ: e ))\n) 7é (0K70K7 e ,OK)
o A est une base de E si A est une famille libre et génératrice de E.
Exemple 37.
1. Les familles A = ((1,1),(1,2),(2,3)) et B =((1,2,3),(1,1,1)) sont-elles libres ?
2. Soit (n,p) € (N*)2. Donnez une base des espaces vectoriels R", M,,(K), R,[z]
et Rlx].
Théoréme 25.
Soit E un K-espace vectoriel et B = (x1,%9,- -+ ,x,) une famille de vecteurs de E.
B est une base de E <=V x € E,3(\1, M, -+, \n) € K™ 2 = Mx1+XaZat+ -+ AT

Les \; sont les composantes ou coordonnées de x relativement a la base B.

4.3.2 Propriétés

Proposition 23. Soit E un K espace vectoriel. Soit x,y,xq,xs, - ,x, des vecteurs
de E.
1. (z,y) ide <= 3IN € K;2 =Xy ou y= Az.
Cette propriété est le plus souvent utilisée sous la forme :
x et y ni nuls ni colinéaires —> (x,y) libre.

Mais attention, cela ne fonctionne pas avec plus de deux vecteurs. En effet, les

vecteurs u; = (1,0,0),us = (1,1,0) et us = (0,1,0) sont deux ¢ deuz ni nuls ni

colinéaires, mais la famille (uy, ug,us) est liée.

Plus généralement (x1,xa, -+ ,T,) liée <= l'un des z; est combinaison linéaire des
autres.

2. (x) est libre <=  # Op.

3. (x1, 29, ,xy,) lide =>Vy € E, (21,22, ,xn,y) est lice .

4. S’il existe i tel que x; = O alors (x1,xs, -+ ,x,) est lie.

5. (@1, @0, -+, @) libre = Vi # j,Y\ € K, z; # ;.

6. (z1,29, - ,x,) libre => toute sous-famille est libre.
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4.4 Dimension d’un espace vectoriel, rang d’une fa-
mille de vecteurs

Définition 25. Un espace vectoriel est de dimension finie s’il existe une famille
A de cardinal fini telle que E = Vect(A). Il est de dimension infinie dans le cas
contraire.

Exemple 38. Les espaces vectoriels R™, R, [z], Mp,(R) et Rlz] sont-ils de dimension
finie ?

Proposition 24. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie.
o Toute famille génératrice d’un espace vectoriel E contient plus d’éléments qu’une
famille libre de E.
o Soit (x1, T, ..., x,) une famille libre de E et x dans E.
1. Si x € Vect(xy,xa, ..., xy) alors Vect(z1,xa, ..., xn, x) = Vect(xr, Ta, ..., Ty).
2. Six & Vect(x1, 2, ..., ) alors (1,2, ..., Ty, x) est une famille libre de E.
e Soit E non réduit au vecteur nul. De toute famille génératrice de E, on peut
extraire une base de E.
Exemple 39. Soit F' = Vect((1,1,0),(0,0,0),(2,2,0),(1,0,1),(2,3,—-1)).
Donnez une base de F'.
Théoréme-Définition 2.
1. Tout espace vectoriel E, non réduit a {Og} et de dimension finie admet une base.
2. Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments. On appelle dimension
de E le nombre d’éléments d’une base de E.
Exemple 40. Donnez la dimension de R™, de M,,,(R) et de R, |[z].

Théoréme 26 (Théoréme de la base incompléte).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soit L une famille libre de E. Alors il
existe une base B de E qui contient L.

Exemple 41. Complétez la base de F' obtenue a l'ezemple 39 afin d’obtenir une base
de R3.
Proposition 25. Soit E un espace vectoriel de dimension n.

1. Si L est une famille libre de E alors Card (L) < n.

2. Si G est une famille génératrice de E alors Card (G) > n.

3. Si L est libre et si Card (L) =n alors L est une base de E.

4. Si G est génératrice et si Card (G) =n alors G est une base de E.

Exemple 42. Montrez que les vecteurs (1,1,0), (0,0,1) et (1,—1,—2) forment une
base de R3.
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Définition 26. Soit (z1, 22, - ,x,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.
On appelle rang de la famille de vecteurs (x1, 22, -+ ,x,) la dimension de l’espace

vectoriel engendré par ces vecteurs.
Exemple 43. Quel est le rang de la famille ((1,1,0), (0,0,0), (2,2,0), (1,0,1),(2,3,-1)) ?

Proposition 26.

1. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E avec (uy, ug, - - ,u,) une base de
F et (vy,ve,- -+ ,vs) une base de G. Alors

(a) F+G = Vect(uy, g, -+ , Uy, V1,02, -+, Vs)

(b) (ur,ug, -, Up, V1,09, -+ ,05) est libre si et seulement si FNG = {0g}.

2. 8i Ey, By, -+ E, sont p sous-espaces vectoriels de E tels que pour tout i €
{1,2,---p}, (ub,ul,--- ,ul) est une base de E;, alors
E\®Ey® - @E, &V = (u,uy, -+ ,ul uf,ug, - u, - ul b, yub ) est libre.

Corollaire 5. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Avec les notations précé-
dentes, nous avons

1. E=F &G si et seulement si (u1,ug, -+ ,up,v1,- -+ ,0s) est une base de E.

»
2. FE = @El si et seulement si V est une base de E.
i=1
Théoréme 27 (Formules sur les dimensions).
E.F.E\, Es,--- , E, désignent des espaces vectoriels de dimension finie.
1. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors dim(F) < dim(E).
2. Si I est un sous-espace vectoriel de E et si dim(F) = dim(E) alors E = F.
3. dim(E, x Ey) = dim(Ey) + dim(Es).
4. dim(Ey @ Es) = dim(Ey) + dim(E»).
Par récurrence immédiate, dim(Ey ® Ex @ --- @ E,) = > 0| dim(E;).
5. Si By N Ey # {0g} alors dim(Ey + Ey) = dim(Ey) + dim(Ey) — dim(Ey N Es).
EiNE,={0g}

0. BE=E@F — { dim(Ey) + dim(Ey) = dim(E)
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4.5 Exercices

Exercice 1 :

1. Déterminez, parmi ces ensembles, ceux qui sont des espaces vectoriels :
By ={(z,y) € R* 42y =0}

Es ={f € F(R,R); f(1) =1}

Er ={f € F(R,R); f(1) =0}

2. Déterminez une base et la dimension des espaces vectoriels de dimension finie
de la question précédente.

[ ]

° EZ:{(Z‘:%Z) GRS,.’E-"—y—zQ:O}

o By={(z,y,21) €Rz — 2t =0}

o Bs={(z,y,2,t) eR" 2x —y+z—t=0et y =2 =0}
.

L]

3. Montrez que Ey4 et E5 sont supplémentaires dans R*.

4. Déterminez un espace vectoriel Eg tel que E, @ Eg = R* avec Eg # Es.

Exercice 2 :
Soit M,,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

1. Soit A € M,(R), A étant inversible. Soit £ = {M € M,(R); AMA™ = M}.
E; est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?

2. Soit A = ( ? f > , My = ( (1) 7(1) ) et By = {M € My(R); AM? = M?A}.
(a) Montrer que M, € FEs.
(b) L’espace Fy est-il un sous-espace vectoriel de My(R)?

On pourra considérer la matrice M, = My + I5.

Exercice 3 :

Soit dans R[z], les fonctions polynémes Py(z) = 1 et Pi(z) = 2. On considére
F = Vect(Fy, P;) et G = {P € R[z],0 est racine au moins double de P}.
Montrez que G est un espace vectoriel puis que F' & G = R[z].



Chapitre 5

Applications linéaires et matrices

5.1 Applications linéaires

Dans toute cette section, E et F' désignent des espaces vectoriels sur K, K = R ou
C, et f une application de E vers F'.

5.1.1 Définitions
Définition 27. On dit que f est linéaire si

Y(z,y) € B2, VA€ K, f(Az+y) = \f(z)+ fly).
Exemple 44. L’application identité et l’application nulle sont linéaires.

Remarque 24. Si f est linéaire alors f(0p) = Op. La contraposée est trés fréquemment
utilisée en pratique :

si f(0g) # Op alors f nest pas linéaire.

Définition 28. L’ensemble des applications linéaires de E vers F est noté L(E,F).
Dans le cas particulier ou E = F, les applications linéaires de E vers E sont appelées
endomorphismes. Dans ce cas, L(E,E) est noté L(E).

Les applications linéaires de E vers K sont appelées formes linéaires. Dans ce cas,
L(E,K) est noté E*, on lappelle espace dual de E.

Théoréme 28. L(E, F) muni de l’addition et de la loi externe définies pour les appli-
cations est un espace vectoriel sur K.

Exemple 45.
1. Soit 1 : K[x] — K|x] telle que YP € Kx],(P) = P'. Alors ¢ € L(K][z]).
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2. Soit f:C°%a,b]) — C([a,b]) telle que
U— v

Vu € C%([a,b]), ¥V z € [a,b], f(u)(z) = v(z) = /T u(t)dt.

Alors f € L(C([a,b]),C ([a,b])).
8. Soit E un espace vectoriel sur K, a € K et f: E — E telle que

Vo € E, f(z) = ax.

Alors f € L(E).
4. Soit Ey, E,--- ,E, des espaces vectoriels sur K. Pour tout i € {1,2,--- ,n},
Uapplication
pi:E=FE xEx---xE, — E;
T = (21,29, ,8,) @
est un élément de L(E, E;) et s’appelle la ieme projection.
5. Soit Tr : M,(K) — K Uapplication qui a toute matrice A € M, (K) associe
sa trace Tr(A). Alors Tr € LM, (K), K).
6. Soit f:R2 — R3 telle que Y(x,y) € R?, f(v,y) = (v — y,3y + Lz +y). Alors
f & LR?R?).
7. Soit ¢ : RZ — R3 telle que ¥(z,y) € R%, p(z,y) = (z — y,3y,v + y). Alors
p € L(R?R?).
5.1.2 Noyau, image et application linéaire bijective
Soit E et F deux espaces vectoriels sur K et f € L(E, F).

Définition 29.
e On appelle noyau de [ et on note Ker(f), ’ensemble défini par :

Ker(f) ={z € B|f(z) = Or}=f"({0r}) C E.

Ker(f) est l'ensemble des antécédents par f du vecteur nul de F'.

e On appelle image de f et on note Im(f), l'ensemble défini par :
Im(f)={yeFPzr e E, y=fx)} ={f(2)lz € E} = f(E)C F.

Théoréme 29. Soit f € L(E,F), A un sous-espace vectoriel de E et B un sous-

espace vectoriel de F. Alors f(A) est un sous-espace vectoriel de F et f~'(B) est un
sous-espace vectoriel de E.
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Corollaire 6. Soit f € L(E, F).
1. Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Théoréme 30. Soit f € L(E,F).
1. f est surjective <= Im(f) = F.
2. [ est injective <= Ker(f) = {0g}.

Exemple 46. Etudiez le noyau et limage des applications ¥ et o définies en 1) et 7)
de l’exemple 45.

Proposition 27. Si f € L(E, F) et si f est bijective alors = est linéaire.

Définition 30. Les applications linéaires bijectives sont appelées des isomorphismes.
Dans le cas ou E = F, on les appelle des automorphismes. On note respectivement
ces ensembles Isom(E, F) et Aut(E).

5.1.3 Applications linéaires et dimension

Théoréme 31. Soit E et F deux espaces vectoriels sur K et f € L(E,F).
1. f injective => limage d’une famille libre de E est libre dans F'.
f injective et E et F' de dimension finie = dim(E) < dim(F).
2. f surjective => l’image d’une partie génératrice de E est une partie généra-
trice de F.
| surjective et E est de dimension finie = F' est de dimension finie et
dim(E) > dim(F).
3. f bijective => l'image d’une base de E est une base de F.
f bijective et E est de dimension finie => F' est de dimension finie et
dim(E) = dim(F).
Exemple 47.
1. L’application ¢ définie au 7) de lezemple 45 peut-elle étre bijective ¢
2. Si dim(E) = dim(F) et si f € L(E,F) alors f est-elle bijective ?
Définition 31. Si Im(f) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F, le rang
de f est Uentier naturel défini par

rg(f) = dim(Imf).
Exemple 48. Calculez le rang de o, définie au 7) de Uexemple 45.

Remarque 25. Si E est de dimension finie, si (e1,€ea,- -+ ,e,) est une base de E et
si [ est une application linéaire sur E alors la famille (f(e1), f(ea), -+, f(en)) est une
famille génératrice de Im(f) qui est donc de dimension finie.
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Théoréme 32 (Théoréme durang). Soit E et I deux espaces vectoriels sur K, avec
E de dimension finie et f € L(E,F). On a :

dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).
Corollaire 7. Soit E et F' deuzx espaces vectoriels sur K, de méme dimension finie
égale an, et f € L(E,F). Les assertions suivantes sont équivalentes :
[ bijective < [ injective < f surjective < rg(f) =n
5.1.4 Composition

Proposition 28. Soit E, F' et G trois espaces vectoriels sur K. On considére
feL(EF)etge L(F,G). Alorsgo f € L(E,G).

Dans le cas particulier ot £ = F = G on définit par récurrence l’endomorphisme
f™ pour tout n € N par f0 =idg et f* = f"lo f.
5.2 Matrices d’applications linéaires

Soit E et F des espaces vectoriels sur K de dimension finie tels que dim(E) = n

et dim(F) = p. Soit f € L(E,F). Soit & = (ey, €2, -+ ,€,) une base de E et F =
(v1, v, -+ ,v,) une base de F.

5.2.1 Définitions

Proposition 29. Toute application linéaire f de L(E, F') est caractérisée par la donnée
des images par f des vecteurs d’une base de E.

Définition 32. Soit f € L(E, F) telle que pour tout j € {1,2,--- ,n}

14
f(ej) = Zamg.
i=1

On appelle matrice de f relativement aux bases £ et F, la matrice A définie par :

ai; Qo cee Ay v Qp
az1 a2 N Y] ce. Q2p
A=| " = : : = Mal(f,€,F) € My, (K).
[ ] s Gy s Qi T P
ap1 Ap2 e Qpj cee Qpn

Remarque 26. Lorsque E = F et si on ne considére qu’une seule base £ de E on
notera A = Mat(f,€).
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Exemple 49.

1. Soit ¢ € L(R%R?) telle que V(z,y) € R%, p(z,y) = (z — y,3y,x + y).
Ecrivez la matrice de ¢ par rapport aux bases canoniques de R? et de R®.

2. Ecrivez, par rapport & la base canonique de Ry [z], la matrice de
1 Ro[z] — Ry[z] telle que VP € Ryz],¢(P) = P'.

3. Ecrivez, par rapport & la base canonique de R2, la matrice de f € L(R?) telle
que Yz € R?, f(x) = ax avec o € R.

4. Ecrivez la matrice de la rotation d’angle 0 par rapport & la base canonique de
R2.

5.2.2 Opérations

Soit G un espace vectoriel sur K de dimension finie égale & m et G = (g1, 92, , gm)
une base de G. Soit @ et b deux applications linéaires de L(E, F) et ¢ dans L(F,G) .
On notera A = Mat(a, &, F), B = Mat(b,&, F) et C = Mat(c, F,G). On vérifie facile-

ment que
1. A+ B=DMat(a+0b,E,F).
2. VA € K, A .A=Mat(\ .q,&, F).
3. CA=Mat(coa,€&,QG).

Théoréme 33. Les bases de E et F étant choisies, & toute matrice A de M, (K) il cor-
respond une et une seule application linéaire f de E vers F' telle que A = Mat(f,E,F).

Corollaire 8. Si E et F' sont de dimension finie, respectivement égale a n et p alors
L(E,F) est de dimension finie et dim(L(E,F)) = pn.

Proposition 30. Soit f € L(E, F) avec dim(E) = dim(F) = n.
On note € une base de E, F une base de F' et A= Mat(f,E,F) € M,(K).
A est inversible <= f est bijective.
Dans ce cas, Uinverse de A est la matrice de f~' par rapport auzx bases F et £.

(Mat(f,€,F))"" = Mat(f~", F,E).

5.2.3 Ecriture matricielle de I'image d’un vecteur par une ap-
plication linéaire
Soit © € E et y = f(x) € F. Notons (z1,x2,- -+ , &) les coordonnées de z dans la

base € et (y1, Y2, , yp) les coordonnées de y dans la base F.

Nous avons
n

y=f)=f (Z) =Y aif(e) (51)

j=1
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Matriciellement, cette relation se réécrit

Y = AX
avec
T n
T2 Y2
X =Mat(w,€) = | ¥ =Mat(y, F) = y et A= (a;) =Mat(f,&,F).
Tn Yp

Exemple 50. Utilisez la matrice de lapplication ¢ de lexemple 49 pour calculer o(z,y)
et ¢(5,—3).

5.2.4 Changement de base

Rappelons que f € L(E,F), que £ = (ey, ez, -+ ,e,) est une base de E et F =
(€1,€2,+ -+ ,€p) une base de F. Notons A = (a;;) = Mat(f,&,F) . Notons & =
(e}, €5,--- ,e,) une nouvelle base de E, F' = (v{,vy,---,v,) une nouvelle base de

F et A’ = Mat(f,&', F'). Nous cherchons une éventuelle relation entre les matrices A
et A’

5.2.4.1 Matrices de passage

On s’intéresse pour commencer a ce qui se passe dans E.

Soit « un vecteur de E. Notons (21, za, -+ ,z,) ses coordonnées dans la base € et X la

matrice colonne associée a ces coordonnées. Notons de la méme maniére (z}, 25, - -+ , z},)

les coordonnées de x dans la nouvelle base £’ et X’ la matrice colonne associée a ces nou-
velles coordonnées. La question est de savoir quel lien existe entre les matrices X et X'.

Pour tout j € {1,2,--- ,n}, il existe (p1j, p2j,- -+ ,Pnj) € K™ tel que

n
/o
i=1

Soit idg Papplication linéaire définie de £, muni de la base £, vers E, muni de la base
& telle que

idp:  (B.E)  — (B.E)

n

n
1l
ng Tie; Izg i€
i=1 i=1

n

/ A

6j —_ &= Zpijei
i=1
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Soit P la matrice de cette application linéaire. Alors P s’écrit

P11 P12 cee P1j cee Pin
P21 P22 S P2 s DP2n
p_ : : : :
Pi1 Pi2 cee Pij cee DPin
DPn1  Pn2 cee DPnj cee Pnn
et on obtient
X = PX'.

P s’appelle la matrice de passage de 'ancienne base £ vers la nouvelle base £, on
la note Pegr. C'est la matrice de I'application idg : (E,&) — (E,€) :

Peer = Mat(idg, £, €).

ATTENTION! La nouvelle base £ est la base de I'espace de départ, tandis que 1’an-
cienne base £ est la base de I'ensemble d’arrivée. Pourtant, la matrice est notée Pegr
et s’appelle la matrice de passage de I'ancienne base £ vers la nouvelle base £’

Proposition 31. La matrice Pger est inversible et ngl, = Pgig.

Exemple 51. Donnez la matrice de passage de la base € vers la base ' de R® ou £
est la base canonique de R® et ot ¢} = (1,1,0),¢5 = (0,0,1) et ey = (1,—1,-2).
Calculez son inverse.

5.2.4.2 Formule pour les matrices d’applications linéaires
En notant A = Mat(f,&,F), A =Mat(f, &, F'), P = Pegr et @ = Prr on a

A=Q AP (5.2)
Cas particulier : si b € L(E), B = Mat(b,€) , B' = Mat(b,&') et P = Pggr alors

B =P'BP (5.3)
Exemple 52.

1. Ecriwvez la matrice de application ¢ de Uexemple 45 page 62 relativement auz
bases
F' = (g],eh) et &' = (&}, €y, €4) de R? et R® respectivement, définies par

el =1(2,1), g5 =(3,2), €}, =(1,1,0),e5 = (0,0,1) et €y =(1,-1,-2).

2. Soit ® un endomorphisme de R? dont la matrice relativement  la base canonique

est
7 —12
B= <4 77> = Mat(®,€).
Ecrivez la matrice de ® relativement a la base £ = (e}, eh) avec ¢; = (2,1) et
€5 =(3,2).
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5.2.5 Matrices semblables, matrices équivalentes
Définition 33. On définit deux relations binaires sur les matrices
V(A, B) € My, (K)?, A et B sont équivalentes < 3(Q,P) € GL,(K) x GL,(K),

B=Q ' AP
V(A,B) € M, (K)?, AetB sont semblables < 3P < GL,(K), B=P "' AP.

Proposition 32. Ces deuz relations sont des relations d’équivalence sur I’ensemble
des matrices.

Exemple 53. Avec les notations précédentes,

1. Si f € L(E,F), A = Mat(f,E,F) et A = Mat(f,E',F') alors A et A’ sont

équivalentes.
2. Sibe L(E), B= Mat(b,E) et B' = Mat(b,E’) alors B et B’ sont semblables.

Proposition 33. Soit A et B dans M, (K).
Si A et B sont semblables alors Tr(A) = Tr(B).
5.2.6 Rang d’une matrice

Soit A = (a;;) une matrice de M,,,(K') dont les colonnes sont identifiées a n vecteurs
Cy, Cy, ..., Cy, de KP tels que Vj € {1,2,--- ,n},C; = (a1, asj, - . ., ap;).

Définition 34. On appelle rang de la matrice A le réel, noté rg(A), égal a la di-
mension de Vect(Ch,Ca,...,Cy), c’est-a-dire a la dimension de l'espace engendré par
les colonnes de A.

rg(A) = dim(Vect(Cy, Cy, ..., Cy)).
Proposition 34. Si A € M,,(K) alors rg(A) < min(p,n).

Exemple 54. Calculez le rang des matrices
111 10 2
A=(1 11 et B=|0 1 2
111 10 2

Proposition 35. Deuz matrices équivalentes (respectivement semblables) ont le méme
rang.

En particulier, si f € L(E,F) et si A = Mat(f,E,F) alors rg(f) = rg(A) et cela ne
dépend pas des bases choisies.

Proposition 36. Soit A une matrice de M,,,(K). Si rg(A) = r alors A est équivalente

a
B = I T OT,TI,*T )
Op—r,r Op—r,n—r
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Proposition 37. Soit A une matrice de M,,(K), on a rg(*A) = rg(A).
Par conséquent, si Ly, Ly, - - - L, sont les lignes de A, 1g(A) = dim(Vect(L, Lo, ..., L,))

Théoréme 34 (Caractérisation des matrices inversibles).
Soit A e M,(K).
) A est inversible.
) YA est inversible.
) 3B € M, (K),AB = I,
4) 3B’ € M,(K),B'A=1,.
) Les colonnes de A sont libres.
) Les lignes de A sont libres.
) rg(A)=n
) m(*A) =n
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5.3 Exercices

Exercice 1 :

Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires? Si oui, déterminez
le noyau associé, I’ensemble image et la matrice dans les bases canoniques respectives
(sauf pour fy).

fi o RR= R (2,9) = (2,7 +y)

fo RRSR, (v,9,2)—1—2

fs ¢ R* = R3 (a,b,¢,d) — (a+d,b+ % c+2d)
fi + Rla] >R, P P0)

fs + Rfz] = R?, P (P(0), P(2), P(4))
fo + Rofz] = R®, P (P(0),P(2), P(4))
fr oo Ryz] = Ryfz], P aP — (2 +1)P".

Exercice 2 :
Soit @ € R et f ’'endomorphisme de R?® défini par

Y(z,y,2) €R3 f(x,y,2) = (ax,x + 22, —x —y + 32).

On note £ la base canonique de R?.
1. Ecrivez A, la matrice de f dans la base &.
2. Déterminez le noyau et I'image de f.
3. A quelle condition sur a, f est-elle bijective ?

4. On suppose maintenant a = 1. Soit v; = (0,2,1), v, = (0,1,1) et v3 = (1,0,0)
des vecteurs de R®.

(a) Montrez que V = (1, va, v3) est une base de R®.

(b) Ecrivez B, la matrice de f dans cette base V. Quel est le lien entre les
matrices A et B?7

(c) Soit u = (1,1,1)¢. Déterminez les coordonnées de u dans la base V.

Exercice 3 :

Soit A = < _1 73 ) Soit f définie de M»(R) dans lui-méme par f(M) = AM.
1. Montrez que f est linéaire et écrivez sa matrice dans la base canonique de
M, (R).

2. Déterminer Kerf et Im f.
3. Soit C' € M5(R). Discutez suivant le choix de C, les solutions de f(M) = C.
4. Résolvez f(M) = A.
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Exercice 4 :
Soit f une application linéaire de R® dans R?, ces 2 espaces étant mutuellement
munis de leur base canonique, notées (ey, ez, e3) et (€1, €2) respectivement. On donne

A= mar(reen = ( 5 7y 7))

1. Déterminez le noyau et 'image de f.

2. On donne v; = (1,0,1), v = (0,1,0), v3 = (1,0,0), 1, = (1,—-2) et 1o = (—1,1).
(a) Montrez que (v1,v2,v3) est une base de R? et que (1, 1) est une base de R2.
(b) Donnez la matrice de f dans ces nouvelles bases.

¢) Soit & = (3,—2,5). Déterminez les composantes de = dans la base (v;).

(d)

d) Soit y = 3v; + 2u,. Déterminez, dans la base canonique de R3, les vecteurs
z tels que f(x) =y.

Exercice 5 :
On considére I'application f de R? dans R définie pour tout (z,y,2) € R? par

fz,y,2) =22+ y+ 2z2.

1. Montrez que f est linéaire.

2. Déterminez une base de Kerf et de Imf. L’application f est-elle injective?
surjective 7 bijective ?

3. Soit u = (2,1,2) et D = Vect(u). Soit F =Ker(f).
(a) Montrez que D et F' sont supplémentaires dans R®.
(b) Soit pp la projection sur D parallélement a F. Déterminez la matrice de pp
dans la base canonique de R3.
(c) Soit w = (3,2,5). Déterminez les coordonnées de pp(w) dans la base cano-
nique de R®.



|Chapitre 6

Déterminants

Dans ce chapitre, on se place dans l'espace vectoriel R™ muni de sa base canonique
& = (e1,...,e,). Une présentation plus générale des déterminants est disponible dans
le polycopié d’algébre de premiére année.

6.1 Déterminant de deux vecteurs en dimension 2

Définition 35. Soit a = (a1, az) et b = (by,by) deux vecteurs de R%. Le déterminant
de a et b est le réel défini par

a; b

det(a,b) = a5 by

Proposition 38. Soit a, b et ¢ trois vecteurs de R2.
1. det(eq,ez) = 1.

2. (a,b) libre <= det(a,b) # 0.

3. Pour tous réels « et (8, det(aa,b) = adet(a,b) et det(a, 8b) = fdet(a,b).
4. det(a,b+ c) = det(a,b) + det(a, c) et det(a+ c,b) = det(a,b) + det(c,b).
5. det(b,a) = —det(a,b).

6.2 Déterminant de trois vecteurs en dimension 3

Définition 36. Soit a = (a1, as,as), b = (b1, be,b3) et ¢ = (c1, ¢, c3) trois vecteurs de
R3. Le déterminant de a, b et c est défini par le réel
ay b] C1
det(a,b,c) = |as by co
as b3 C3
= arbycy + azbscy + azbicy — asbics — arbscy — azbacy

1l représente le volume "orientée” du parallélépipéde défini par les vecteurs a, b et c.
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"Croquis de calcul" :

FIGURE 6.1 — volume “orienté” du parallélépipéde défini par les vecteurs a, b et c.

Proposition 39. Soit a, b et ¢ trois vecteurs de R®.
1. det(eq, ea,e3) = 1.
2. (a,b,c) libre <= det(a,b,c) # 0.
3. det(b,a,c) = —det(a,b,c) et det(b,c,a) = det(a,b, c).

6.3 Déterminant de n vecteurs en dimension n

Définition 37. Soit ¢ : R" — R une application linéaire. On dit qu’elle est n-linéaire
alternée si
Vie{l,...,n}, VAER, VVq,..., Vo, W n+1 vecteurs de R"

L GV, Varo o Vit AW, Vo) = 6(Va, Vo o Vi Vi) AV, Vas o W, Vi),

(on dit que ¢ est n-linéaire).

2. o(Vi, Vo, Vi Vo Vi) =081 Vi =V
On appelle déterminant, noté det, la forme n-linéaire alternée sur R™ qui prend la
valeur 1 en (e1, ..., ey,).
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Géométriquement, le déterminant de n vecteurs de R™ représente le volume orienté du
parallélépipede défini par ces vecteurs. La propriété "n-linéaire” exprime 'additivité de
deux volumes disjoints et le fait que la multiplication d’une aréte par un scalaire doit
multiplier le volume par ce scalaire. Le caractére "alterné” nous dit qu’un volume plat
est nul.
Proposition 40. Soit Vi, ..., V, n vecteurs de R".

1. det est une forme n-linéaire alternée.

2. det(er,eq, -+ ,e,) = 1.

3. (Vi, Vi, -+ V) libre <> det(V1, Va, -+ V,,) # 0.

6.4 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Définition 38. Soit A = (a;j)ije12,..n} € Mn(R). On appelle déterminant de la
matrice A le réel défini par :

det(A) = det(C’l, Cz, veey Cn),
ou les C; sont les colonnes de A.

Proposition 41. Le déterminant de A est une forme n-linéaire alternée par rapport
auz colonnes de A. C’est aussi une forme n-linéaire alternée par rapport aux lignes de
A car det(*A) = det(A). En conséquence :

1. Echanger 2 colonnes de la matrice A change le signe du déterminant.
2. Echanger 2 lignes de la matrice A change le signe du déterminant.

3. Ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes ne modifie
pas le déterminant.

4. Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes ne modifie pas le
déterminant.

5. YA eR, det(AA) = \'det(A).
Exemple 55.

1 2 3 4
. 1111
1. Soit A = 01 2 3l Calculez det(A).
4 3 21
1 0 4
2. Calculez de deuz fagons différentes A = |2 —2 5|.
3 =3 6

Déduisez-en les valeurs de
8

2
Ar=16 =6 15|, Ay =14 —4 10| et Ay=|1 0 4l
3 -3 6 6 —6 12 3
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Proposition 42. Soit A = (a;;);je(1,2,
e Développement suivant une colonne j :

n

det(A) = Z(—l)iﬂﬁuai]‘

i=1

o Développement suivant une ligne 1 :
n
det(A) =Y (1) Ay a;
j=1
ou Ay est le déterminant de la matrice A a laquelle on a enlevé la iéme ligne et la
jeéme colonne.

Remarque 27. En pratique, on utilise les propriétés énoncées précédemment pour faire
apparaitre des "0" dans det(A) puis on développe selon la ligne ou la colonne contenant
le plus de "0".

-2 4
Exemple 56. Calculez de deux maniéres différentes le déterminant A = | 0 1—-A
1-Xx 2
Proposition 43.
e Déterminant des matrices triangulaires supérieures
ai; a2 e Ain—1 Ain
0 ax e a2n—1 Q2n
: n
Si A= ai; Qin alors det(A) = H Q-
. . . . i=1
0 0 e (p—1n—1 Up—1n
0 0 . 0 Qnn
o Déterminant des matrices diagonales
A0 0
SiA=1: . . alors det(A) = [ ] \i.
0 0 X1 O =t
0 0 0 M

1-A
2
0
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Théoréme 35.
V(A, B) € M, (K)?, det(B A) = det(A B) = det(A) x det(B).
ATTENTION : En général, det(A + B) # det(A) + det(B).
Théoréme 36. Soit A une matrice de M, (K).
A inversible <= det(A) # 0.

1
De plus, si A est inversible, det(A™1) = m
e

Exemple 57. Déterminez les valeurs de A pour lesquelles la matrice

—2 4 1=
A= 0 1-x 2
1-Xx 2 0

est inversible.
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6.5 Exercices

Exercice 1 :
Calculez les déterminants suivants

42 oo
AIZ 05 2 et Ag_

00 4 1101

1110
g 32 ?; ;4 a>+b* ab (a—0b)?
Ay = et Ay=| A+ be (b—c)?
2 0 13 +a® ca (c—a)

8§ -2 6 4 ’ ]

avec (a,b,c) € R3.

Exercice 2 :
1. Soit dans R* les vecteurs v; = (1,1,—1,0), vy = (=2,0,2,4),v3 = (4,7,0,1) et
vy =(1,1,1,1). La famille V = (vy, v9,v3,v4) est-elle une base de R*?
2. Sachant que 546, 273 et 169 sont divisibles par 13, montrez que le déterminant
521
A= |4 7 6| est divisible par 13.
6 3 9
3. Soit A € My, 1(K) telle que *A = —A. Calculez det(A).

4. Déterminez les valeurs de \ telles que
—4-X 0 -2

0 1-x 0 |=0.
5 1 3=

Exercice 3 :
On pose pour z € R, Ay(z) = det (Ay(z)) ou

r+2 2x+3 3z +4
As(z)=1[ 22+3 3z+4 4z +5
3r+5 5x+8 10x+ 17

1. Calculez Ay. On exprimera le polyndéme A, sous forme d’un produit de facteurs.

2. Déterminez pour quelle valeur de « la matrice As(x) est inversible.



|Chapitre 7

Reéduction d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n. On note & = (eq,- -+, €,)
une base de E. Soit f € L(F). Réduire un endomorphisme, c’est chercher une base
de E dans laquelle la matrice sera la plus “simple” possible, le mieux que 'on puisse
espérer est que la matrice soit diagonale.

Définition 39. Un endomorphisme f de E est diagonalisable s’il existe une base de
E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Supposons qu'une telle base existe, notons-la V = (v, -+ ,v,). Alors
A0 e 0 0
0 X . : 0
Mat(FV) = |0 . g
0 -+ 0 XN—1 O
0 0 - 0 X\
Ainsi, pour tout ¢ € {1,2,---,n}, f(v;) = \v;. Les \; sont appelés des valeurs

propres, les v; des vecteurs propres.

7.1 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition 40. On appelle valeur propre de f un scalaire A de K tel qu’il existe un
vecteur v de E non nul tel que f(v) = Av.

Le vecteur v est appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre .

On appelle spectre de f l'ensemble des valeurs propres de f. On note cet ensemble

Spec(f).

Remarque 28. Cette définition reste valable méme lorsque E est de dimension infinie.

Exemple 58. Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de l’endomor-
7T —12

phisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est A = 4 _7)
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Proposition 44. Soit A € K. On note E\ = {v € E, f(v) = A} = Ker(f — Nidg).
E)\ est un sous-espace vectoriel de E.

X € Spec(f) alors E\ # {0} et dans ce cas, on lappelle le sous-espace propre de E
associ€ a A.

Si A & Spec(f) alors E\ = {0g} .

Exemple 59. Déterminez les espaces propres de 'endomorphisme f de R? dont la
matrice est définie dans l’exemple 58.

Proposition 45. Soient f € L(E) et A € Spec(f). Alors E\ est stable par f (c’est-
a-dire f(E)\) C EA)

On peut donc définir fy, la restriction de f a Ey, dont la matrice dans une base quel-
conque de E est :

A0 0 -0
o x 0 - 0
0 -+ 0 X O
0 0 0 A

Théoréme 37. Soit f € L(E) avec Spec(f) = { 1, A2, -+, A}
f est diagonalisable <= il existe une base de E formée de vecteurs propres de f
N E:EM®E)\2®---®E)\I>.
Théoréme 38. Soit \; et Ao deuzr valeurs propres distinctes de f. Alors Ey, N Ey, =

{OE}7 sout E‘,\1 @ EAZ-
Deméme, siy,--- , N, sontp valeurs propres distinctes deux & deuz alors Ex, @ Ex, @ --- @ E»,.

Conséquences immeédiates :

1. f posséde au maximum n valeurs propres.

2. Si f posséde n valeurs propres distinctes avec n = dim(E) alors f est diagona-
lisable.

7.2 Recherche des valeurs propres et des vecteurs propres
Théoréme 39. \ € Spec(f) <= det(f — Nidg) = 0.

Exemple 60. Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de l’endomor-
-1 1 1
phisme f de R dont la matrice dans la base canonique est B= [ 1 -1 1
1 1 -1
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Théoréme-Définition 3 (Polynome caractéristique).
Soit f € L(E). Soit A = (a;;) )12,y = Mat(f,E). On définit la fonction Py(x)
par

Py(x) = del(f — vidg) = det(A — z1,).

Cette fonction est une fonction polynémiale de degré n (ot dim(E) =n), qui s’écrit :
Py(z) = (=1)"2" + (=) Tr(A)a™ ™ + -+ -+ det(A).

Elle s’appelle le polynéme caractéristique de A.
Exemple 61. Calculez P ou B=| 1 -1 1

Théoréme 40. Deuz matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.
Par conséquent, si f € L(E), on définit le polynome caractéristique de f par Py = Py,
ot A est la matrice de f dans une base quelconque de E.

ATTENTION : La réciproque est fausse en général.

En résumé, on a donc :

Théoréme 41. Les valeurs propres de f sont les racines dans K de Pj.

Si Py est scindé sur K (= toutes ses racines sont dans K ) alors, si dim(E) =n, on a :
1. f a exactement n valeurs propres, distinctes ou non.
2. La somme des valeurs propres vaut Tr(A).
3. Le produit des valeurs propres vaut det(A).

Définition 41. Soit A € Spec(f). On appelle multiplicité de la valeur propre \ ordre
de multiplicité de A en tant que racine de Py. On la note my.

Théoréme 42.
e Si \ est une valeur propre de f de multiplicité my alors 1 < dim(E)) < my.
o Si \ est une valeur propre simple de f (i.e my =1) alors dim(E)) = 1.

7.3 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables
Théoréme 43. Soit f € L(E). On note my la multiplicité de la valeur propre .

Py est scindé dans K

| est diagonalisable <+ { VA € Spec(f), dim(Ey) = m.

Corollaire 9. Si Py posséde n racines distinctes alors f est diagonalisable.
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Exemple 62.

7 —12 0 1

g 1) cth= <71 0)

Les endomorphismes fi et fo de R% dont les matrices dans la base canonique
sont respectivement Ay et Ay sont-ils diagonalisables ?

1. Soient A; = <

-1 1 1 -4 0 -2
2. Soient Bi=| 1 -1 1 etBo,=| 0 1 0
1 1 -1 5 1 3

Les endomorphismes fi et fo de R® dont les matrices dans la base canonique
sont respectivement By et By sont-ils diagonalisables ¢

7.4 Applications

Soit f € L(E) dont la matrice dans la base canonique est A € M,,(K). On suppose
que A est diagonalisable. Alors il existe P € GL,(K) et D = Diag (A1, A2, -+, \y)
telles que

D=P1AP ou A=PDP™. (7.1)

7.4.1 Calcul de A™
D’apreés la relation 7.1,

A™ = (PDP™Yy" = (PDP")(PDP™').--(PDP")

m fois

= PD(P'P)D(P'P)---(P'P)DP!

m fois

= PD™P!,

avec D™ = Diag (A", \J",- -+ , \I").

-1 1 1
Exemple 63. Calculez B™ ou B=| 1 -1 1 | eemeN.
1 1 -1
1 1 0
B est diagonalisable et il existe P= |1 0 1 telle que
1 -1 -1

1 0 0 1 1 1 1
D=0 -2 0 | =P 'BP avec P' = 3 2 -1 -1
0

0 -2 -1 2 -1
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On a donc :
1 0
B™ = P[0 (- 1)m2m 0 P

0 0 (~ym2m
1 ( 1)m2m+1 1+( 1)m+12m 1+(_1)m+12m
— g ( 1)m+12m ( 1)m2m+1 1+(71)m+12m
( 1>m+12m 1+( 1)m+12m 1+(_1)m2m+1

7.4.2 FEtude des suites récurrentes

On cherche les suites réelles (t,)nen, (Vn)nen et (wn)nen telles que (ug, vo, wy) € R3
et pour tout n € N,

Upy1 = —Up + Uy + Wy,
(S) Un+1 = Uy — Vp + Wy
Wpt+1 = Up + Uy — Wy

Nous devons trouver pour tout entier n 1’expression de u,,, v, et w, en fonction de n,
Ug,Vo et wy.

y,
On définit pour tout entier n la matrice colonne X,, = | v, | et alors :
/I‘UTL
-1 1 1
(Y X,;1=BX, ou B=|1 -1 1
1 1 -1

On vérifie facilement par récurrence que
vneN, X, =B"X,.

D’aprés les calculs précédents on obtient :

Uy, 1 1+( 1>n2n+1 1+(71)n+12n 1+(71)n+12n U
Xo=|w | = =[1+(=0)"20 14 (=12 14 (=1)"127 | [ v,
Wy, 3 1+( 1)n+12n 1+(71)n+12n 1+(71)n2n+1 wo

1 11()(1 +( )n2n+1) (U0+’ll70)<1 + (71)n+12n)

= 3 [ v+ (=1)"2") + (ug +wo) (1 + (=1)"12")

w0+ (—1)72) 5 (o)1 (—1)H127)

7.4.3 Reésolution de systémes linéaires différentiels du premier
ordre

Soit a résoudre le systéme différentiel suivant :

2(t) = —a(t) +y(t) + =(0)
)4 v = alt)—y(t) +=(1)
20 = alt)+y(t) - =(t)

ol x,y et z sont trois fonctions dérivables définies sur R.

Soit X (¢) = | y(t) |. Alors iX(t) =X'(t) = | y'(t) | et le systéme (S) s’écrit
dt '
2(t) Z(t)
-1 1 1
X'(t)=BX(t) on B=[1 -1 1
1 1 -1

Il est clair que si la matrice B était diagonale, nous aurions trois équations, chacune
ne faisant intervenir qu'une fonction et sa dérivée.
B n’est pas diagonale, mais elle est diagonalisable et il existe une base V = (vy, va, v3)

1 0 0
dans laquelle la matrice s’écrit D=0 —2 0
0 0 =2
Notons Xi(t) = | y1(¢) | la matrice colonne des coordonnées de (x(t),y(t), 2(¢)) dans
2 (t)
la base V.
. 2 ()
Nous avons — X (t) = X1(¢) = | v4(t) | et
dt /
#(t)
11 0
X(t)=PX,(t), X'(t)=PX;(t) avec P=|1 0 1
1 -1 -1

En injectant ces relations dans le systéme (S) on obtient :
(S) <= PX|(t) = BPX,(t) <= X|(t) = P"'BPX,(t) = DX,(¢),

ou D est diagonale.
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Ainsi

(S) < X|(t)=P 'BPX,(t) = DX\(t)

@) = @)
= § nl) = —21/1(t)
21(t) = —2z(t)
Ll(t) = ",L‘(](:’f’
= § nlt) = yoe
2(t) = ze

ol o, %Yo, 20 sont des constantes arbitraires.

Les fonctions x,y et z solutions de (.5) sont données par

x(t) 11 0 zoe!
Xt =(y@®)| = (1 0 1 yoe ™
2(t) -1 =1/ \ze™2
20e!t + yoe ™%
= xoe! + zpe %

xoe! — (Yo + 2z0)e 2

7.5 Exercices

Exercice 1 :
Soient les matrices suivantes

gégg 41 3 2 -2

A= D Ay=14 1), etA43=]-10 1
0203 11 4 110
0010

1. Les matrices A;, Ay et Az sont-elles diagonalisables ?

2. Si oui, déterminez les matrices A; diagonales et semblables & A;. Précisez les
matrices de passage P; correspondantes et la formule liant les matrices A;, A]
et P;.

3. Calculez A%, pour n € N.

4. On considére 3 suites réelles (u,)nen, (Vn)nen; €t (Wn)nen telles que

Upt1 = dup + v, +w,
Untl = Up+ 47}71, + wy,
Wpt1 = Up +Up+ 4w,

avec g, vg et wy des réels donnés. Exprimer u,,, v,, et w,, en fonction de n, ug, vy
et wy.

5. Déterminer les applications x, y et z de classe C! sur R a valeurs dans R, solu-
tions du systéme différentiel :

2/ (t) = 4z(t) + y(t) + 2(t)

Y(8) = 2(t) + 4y(t) + (1

2'(t) = x(t) + y(t) + 4z(¢)
avec les conditions initiales z(0) = y(0) =1 et z(0) = 0.

Exercice 2 :
Soit @ un réel et soit f, un endomorphisme de R? défini par

folx,y,2) = (x4 2, -2+ 2y + 2,2 — a)x + (a — 2)y + az).

1. Quelles sont les valeurs propres de f, 7

2. Déterminez les valeurs de a pour lesquelles f, est diagonalisable.



