Table des matiéres

1 Systémes linéaires - Calcul matriciel 5
1.1 Systeémes linéaires . . . . . . . . . oL 6
1.1.1 Deéfinitions . . . . . . . .. 6

1.1.2  Algorithme d’élimination de Gauss . . . . . . . . .. . .. ... ... ... .. 8

1.1.3 Extension de ’algorithme de Gauss aux systémes rectangulaires . . . . . . . . 13

1.2 Introduction au Calcul Matriciel . . . . . . . . . .. ... L 19
1.2.1 Lien avec les systémes linéaires . . . . . . . . .. ... .. 19

1.2.2  Définition des matrices . . . . . . . .. .. Lo 21

1.2.3 Opérations sur les matrices . . . . . . . . . ... 22

1.2.4  Propriétés . . . . . . . 24

1.3 Test d’auto-évaluation . . . . . . . . ... 28
1.3.1 Systemes linéaires . . . . . . . . .. L 28

1.3.2  Calcul matriciel . . . . . . . ... 30

2 Espaces vectoriels 33
2.1 Introduction . . . . . . . .. 33
2.2 Généralités . . . . . 34
2.2.1 Définitions . . . . . . ..o 34
2.22 Exemples . . . .. 34
223 Reglesdecalculs . . . ... .o 37

2.3 Sous-espace vectoriel . . . . . .. L 38
2.3.1 Définitions . . . . . . ..o 38

2.3.2 Exemples . . . .. 40
2.3.3 Intersection et somme de sous-espaces vectoriels . . . . . .. . ... ... ... 42

2.4  Famille génératrice, famille libre, base . . . . . . . . . .. .. ... L. 48



2.4.1 Deéfnitions . . . . . . .,

2.4.2 Propriétés . . . . .
2.5 Dimension d'un espace vectoriel, rang d’'une famille de vecteurs . . . . . ... .. ..
2.6 Test d’auto-évaluation . . . . . . . ... Lo
2.6.1 Espaces vectoriels . . . . . . . . L
2.6.2 Famille génératrice, famille libre . . . . . . . . ... 0oL
2.6.3 Dimension d'un espace vectoriel . . . . . . . ... ... L.
2.6.4 Somme directe - Espaces supplémentaires . . . . . . . .. ...

Applications linéaires et matrices

3.1 Applications linéaires . . . . . . . . .. ..
3.1.1 Définitions . . . . . . .. Lo
3.1.2 Noyau, image et application linéaire bijective . . . . . . . . . . ... ... ...
3.1.3 Applications linéaires et dimension . . . . . . . . . ... .. ... ... ...
3.1.4 Composition . . . . . . . . L

3.2 Matrices d’applications linéaires . . . . . . . . . .. . ... L
3.2.1 Définitions . . . . . . ..o
3.2.2 Opérations. . . . . . . .. e

3.2.3 Ecriture matricielle de I'image d’un vecteur par une application linéaire . . . .

3.2.4 Changement de base . . . . . . . . ...
3.2.5 Matrices semblables, matrices équivalentes . . . . . . . . .. ..o
3.2.6 Rang d'une matrice . . . . . . . ...
3.3 Test d’auto-évaluation . . . . . . . .. .o
3.3.1 Applications linéaires . . . . . . . . ...
3.3.2 Noyau, image et rang . . . . . . . . . ... Lo
3.3.3 Théoréme du rang et conséquences . . . . . . . . .. ...
3.3.4 Matrice d’une application linéaire . . . . . . . . . . ...
Déterminant
4.1 Introduction . . . . . . . ...
4.2 Déterminant de m vecteurs . . . . . . ..o
4.2.1 Casparticulier :m =2 . . . . ...
4.2.2 Casparticulier :m=3 . . . . ..
423 Casgénéral . . . . . .

73
73
73
7
80
85
87
87
39
92
94
98
99
104
104
105
106
107



4.3 Démonstration des théorémes 4.3 et 4.6 . . . . . . . . . ... 119
4.3.1 Permutations et transpositions . . . . . . .. ..o 119
4.3.2  Signature . . . . ..o 121
4.3.3 Propriété des formes n— linéaires alternées . . . . . . . . ... ... ... .. 122
4.3.4 Démonstration du théoréme 4.3 . . . . . . . ..o 123
4.3.5 Démonstration du théoréeme 4.6 . . . . . . . . .. ..o 127

4.4 Déterminant d'une matrice carrée . . . . . . .. ..o 128
4.4.1 Définition . . . . . .. 128
4.4.2 Propriétés . . . ... 128
4.4.3 Calcul pratique . . . . . . . . 133

4.5 Applications . . . . ... 137

4.6 Test d’auto-évaluation . . . . . . . . . 141

Systémes d’équations linéaires 143

5.1 Description du probléme . . . . . . . ... 143
5.1.1 Ecriture matricielle . . . . . . . . ..o o 143
5.1.2  Ecriture vectorielle . . . . . . . ... o 144
5.1.3 Ecriture fonctionnelle . . . . . . . ... oo 144

5.2 Réflexions sur les solutions . . . . . . . . ... oL 144

5.3 Systéme de Cramer . . . . . . . . . .. 145

5.4 Test d’auto-évaluation . . . . . . . ..o 148



Chapitre 1

Systémes linéaires - Calcul matriciel

On s’intéresse dans ce cours a des problémes simples : les problémes linéaires.

Exemple 1.1 1. Equations différentielles linéaires

2. Systemes : 2 cartes mémoires et 3 disques durs externes cottent 700 euros, 5 cartes mémoires

et 2 diques durs externes cottent 650 euros. Combien cotite 1 carte mémoire ¢

3. Systémes différentiels

Nous allons dans un premier temps présenter une méthode permettant de résoudre les systémes
linéaires. L’étude de ces systémes nous conduira a définir de nouveaux objets mathématiques, les

matrices. Il faut apprendre a les manipuler tant elles sont utilisées en algebre linéaire.



Tous les éléments développés dans la suite, tant pour les systémes linéaires que pour le calcul
matriciel, sont valables lorsque les coefficients et les inconnues sont réels ou complexes.

Nous les considérerons donc comme des éléments de X = R ou C.

1.1 Systémes linéaires

1.1.1 Définitions

Définition 1.2

— On appelle systéme rectangulaire tout systéme de m équations

.
(Bq. 1) : anxy + - + ayz; + - 4+ apr, = b
(Eq. Z) Doapry + o+ iy o 0 QT = b; (1‘1>
\ (Eq m) L Am1T + -+ A Ty + -+ AmnTn = bm
a n inconnues : Ty, T, ..., Tp.

— Les coefficients b; sont donnés, ce sont des éléments de K. On les appelle coefficients du
second membre (ou plus rapidement second membre ).

— Lorsque le second membre est nul, les m équations sont linéaires par rapport aux n incon-
nues, d’ot la terminologie "systeme linéaire”. Dans ce cas, le systéme linéaire est dit homo-
géne.

— Les coefficients a;; sont des éléments de K, ils sont donnés et appelés coeflicients du systéme
linéaire.

Définition 1.3 Lorsque le nombre d’équations m est égal au nombre d’inconnues n, on dit que le

systéme est carré et qu’il est d’'ordre n (cas le plus fréquemment rencontré dans les applications).

Les coefficients a;;, 1 <i<n, 1 <j <m,etb;, 1 <i<n,éant donnés, la question est de savoir
si le systéme associé admet des solutions et dans 'affirmative, comment déterminer les éléments de

K x;, 1 <i<mn, solution(s) de (1.1).

Afin de dégager les principes généraux relatifs & I’analyse et la résolution des systémes linéaires,

nous allons examiner les exemples simples ci-dessous.



Exemple 1.4 On considére les systémes a coefficients réels suivants.

— D’abord a une équation et deux inconnues :
211 + 319 = «. (1.2)

3
dont l’ensemble solution est S = { (—5 Ty + %, :1:2) , Ty € R} )

— puis a deuxr équations et deux inconnues :

21 4+ 3z = q,

(1.3)
2w + 1z = [,
dont I’ ble soluti tS = ! + ( B)ﬁl +1ﬁ
ont l’ensemble solution est S = 3 @ ) Py @ 1 .
— et enfin a trois équations et deux inconnues :
233'1 + 333'2 = qQ,
—23E1 + X9 = ﬁ, (14)
T + X2 = 7,
1 3 1 1 3 1
dont l’ensemble solution est S = {(g a+ (—g) ﬁ,z o+ 1 ﬁ)} st 3% 3 B=~vouS=0

3 1
szga—gﬂ#’y.

Définition 1.5 Lorsqu’un systéme admet une infinité de solutions, certaines inconnues, appelées

inconnues de base, s’expriment en fonction des autres, appelées inconnues libres.
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Exemple 1.6 Le systéeme (1.2) admet une infinité de solutions. Elles sont déterminées en fonction
par exemple de xo qui reste quelconque. Dans ces conditions, x1 est une inconnue de base et xo est

une inconnue libre.

Définition 1.7 Lorsqu’un systéme carré admet une unique solution quelque soit le second

membre, on dit que le systéeme est inversible ou de Cramer.
Exemple 1.8 Le systéme (1.3) posséde une unique solution, il s’agit d’un systéme inversible.

Définition 1.9 On appelle condition de compatibilité, toute équation que doit vérifier le second
membre du systéme pour que le systeme admettent une solution. Lorsque cette équation n’est pas
vérifiée, le systeme n’a pas de solution. On dit alors que c¢’est un systéme impossible ou ayant des

équations incompatibles.

Exemple 1.10 La condition de compatibilité du sytéme (1.4) est

3
ga——ﬁzv. (1.5)

Lorsque cette condition est vérifiée, le systeme admet une unique solution. Il n’est cependant pas

inversible car pour un second membre ne vérifiant pas la condition (1.5), il n’admet aucune solution.

Plus généralement, ’étude et la résolution des systémes linéaires repose sur l'algorithme d’élimi-

nation de Gauss.

1.1.2 Algorithme d’élimination de Gauss

L’objectif est de définir un algorithme permettant de calculer de maniére "efficace" la/les so-
lution(s) du systéme linéaire. La notion d’efficacité est liée au nombre d’opérations élémentaires
(4, —, X, /) nécessaires a 'exécution de 'algorithme. On parle alors de "cott" de 'algorithme. L’al-
gorithme d’élimination de Gauss est un algorithme efficace dans le sens ou son cott (dépendant
bien str de m et n) est quasi-optimal. Nous décrivons ci-aprés cet algorithme mais sans pour autant

évaluer son cofit.

Principe de I’algorithme de Gauss

C’est un procédé systématique qui permet d’éliminer l'inconnue x; de (m — 1) équations du
systéme (1.1), puis 'inconnue x5 de (m — 2) équations restantes, et ainsi de suite jusqu’a I'obtention

d’un systéme équivalent dont la résolution ou I’analyse est plus simple.
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Les régles de calcul algébrique élémentaire permettent de vérifier directement que les opérations

suivantes préservent la (ou les) solution(s) du systéme (1.1) :

1. Permuter la ¢

.eme

( 3

(Eq. 1)
(Eq. 7)

(Eq. 4)

| (Eq.m) |

et la j°M€ squation

est équivalent a

2. Ajouter & une équation « fois une autre équation

¢

(Eq. 1)
(Eq. 4)

(Eq. j)

\ (Eq. m)

\

est équivalent a

(Eq. 1)

(Eq. )

(Eq. j) + a(Eq. 7)

(Eq. m)

J

Définition 1.11 Un systéme linéaire carré est dit triangulaire s’il s’écrit sous la forme suivante :

;

\

L1172y

tooxo

+ tlgl'g

+
+

+ tlixi +
+ tgil'z‘ +

On obtient alors immédiatement le résultat suivant.

+ tipr, =
+ topx, =
lunTn =

C1

C2

Théoréme 1.1 Le systeme triangulaire précédent est inversible si et seulement si aucun des coef-

ficients diagonaux t; ; i =1,...,n, n’est nul.

La solution d’un systéme triangulaire inversible s’obtient alors de propche en proche, en commengant

par T.,.



L’algorithme de Gauss permettant de résoudre un systéme linéaire (carré) est basé sur le théoréme
1.1 et se décompose en deux phases : une premiére phase de triangulation (ou phase de descente)
du systéme et une seconde phase de remontée.

Nous allons décrire 'algorithme sur un exemple, celui du systéme carré suivant :

( (Eq. 1) 211 +  3x3 4+ (=DHwy = 11
(Eq. 2) : (=6)z 4 (=10 + 17w = —35 o)
(Eq. 3) dr, + 4z + Txs3 + (—=13)xy = 17
(Eq. 4) 10z; 4+ 16z9 + 2223 + (=38)xzy = 36

Ce systéme a été choisi de fagon a ce que les calculs s’effectuent en nombres entiers. La phase de

triangulation est décrite dans le paragraphe A, la phase de remontée dans le paragraphe B.

A. Triangularisation du systéme (cas carré)

On cherche donc a résoudre le systéme linéaire (1.6).

Chaque élimination se fait au moyen d’un coefficient, appelé pivot choisi non nul et qui va jouer un
role fondamental. Ce coefficient est sélectionné en choisissant sa colonne, qui correspond a l'inconnue
a éliminer, et sa ligne qui correspond a l’équation ou il se trouve. Une fois la ligne de pivot choisie,

elle est gardée et n’est plus modifiable par le procédé d’élimination.

Etape 1 Elimination de x;.

— Choix de la colonne de pivot : celle qui correspond a la variable & éliminer, ici x;.

— Choix de la ligne de pivot : c’est la premiére des équations parmi les équations (Eq. 1),
(Eq. 2), (Eq. 3) et (Eq. 4) pour laquelle le coefficient de 21 est non nul. Ici, ce sera I’équation
(Eq. 1). C’est le coefficient 2 qui est pris ici comme pivot.

— L’équation (Eq. 1), contenant le pivot, sera gardée et plus jamais modifiée. Les autres équa-

tions seront remplacées de facon a éliminer x;

(Eq. 1) : xl + 3xz3 + (-Hxy = 11
Eq. 2) — E9(Eq. 1) —1 9 - 9
(Eq. 2) ( q. 1) (—Dzs + T4
(BEq. 3) — & (Eq. 1) - dry + xy 4+ (=3)zy = -5
Eq. 4) — Y9(Eq. 1) 162y + 7 + (=13 = —19
\ ( q ) ( q ) ) T3 ( )$4



Etape 2 Elimination de x».

Si on veut appliquer de nouveau le procédé de I’étape 1 pour éliminer I'inconnue 5 des équations

(Eq. 2), (Eq. 3) et (Eq. 4) du systéme obtenu aprés 1’élimination de z1, le coefficient qui est

en position de pivot est nul. On commence alors par choisir une ligne de pivot pour laquelle le

pivot serait non nul. Si on n’y arrive pas, le systéme sera non inversible comme on le verra par
la suite.

— Choix de la colonne de pivot : celle qui correspond & la variable & éliminer, cette fois 5.

— Choix de la ligne de pivot : on choisit parmi les équations qui ne contiennent pas déja
un pivot celle ou le coefficient de x5 est non nul. Ici, c’est 'équation (Eq. 3). On permute
alors I’équation (Eq. 2) et I’équation (Eq. 3) pour amener le coefficient 4 en position de pivot,
c’est-a-dire pour que I’équation contenant le pivot soit la premiére aprés 1’équation contenant

un pivot qui a été gardée

(Eq. 1) : [2] +  3z3 4+ (=Hxy = 11

(Eq 2) 433'2 + T3 + (—3)33'4 = =5

(Eq. 3) (—Dzxs + 224 = =2

| (Eq. 4) 162, + Tzy  + (—13)zy = —19

— On élimine alors x5 des équations (Eq. 3) et (Eq. 4)

( (Eq 1) . Il + 31’3 + (-5)1‘4 = 11
(Eq. 2) : [4]ey + 23 + (=3)zy = =5
(Bq. 3) — (Eq. 2) (~D)zs + 2z, = —2
(Eq. 4) — (Eq. 2) 3¢5 4+ (—Day = —1

Remarquons qu’une équation indépendante de I'inconnue a éliminer n’est pas affectée par le

processus d’élimination de cette inconnue comme on pouvait s’y attendre.

Etape 3 Elimination de x3.
On continue sur le méme principe pour éliminer x3 des équations indépendantes des variables
déja éliminées.
— Choix de la colonne de pivot : celle qui correspond & la variable a éliminer, cette fois 3.
— Choix de la ligne de pivot : on choisit parmi les équations qui ne contiennent pas déja

un pivot celle ou le coefficient de x3 est non nul. Ici, ¢’est I’équation (Eq. 3) puisque —1 # 0.

10



— On élimine x3 de I'équation (Eq. 4)

(

(Eq. 1) - [2]n + 33 4+ (—H)zy = 11
(Eq 2) : .CEQ + T3 + (—3).154 = -5
(Eq. 3) : Dks + 20 = —2 &7
_ @ . v =
\ (Eq. 4) = (Eq. 3) 5 5

B. Phase de remontée

La résolution du systéme triangulaire est obtenue par le procédé récursif suivant (remontée) :

Ty = Cn/tnn
t=n—1,n—-2...,1
Ti = (Ci - tiiJrlxiJrl - tznxn)/tnn
Nous allons appliquer ce procédé pour terminer la résolution du systéme (1.6). Le coefficient 5 de

x4 dans la derniére équation joue lui aussi un roéle de pivot dans la remontée. Nous I'encadrons

aussi pour bien marquer cet aspect :

Calcul de z4

Calcul de z3

(—1) T3 + 25[’4 = —2
(2) _ (=2)
X3 + Ty =
(—1) (—1)
T3 = 2-2=90

Calcul de z»

T+ x3 - x4 =
Ty = ) 0-2="2
Calcul de 2,
x1 + 3xz3 + (=DH)xy = 11
1 - xg - x4 =
T = 4_0-2=3

11



1.1.3 Extension de I’algorithme de Gauss aux systémes rectangulaires

On peut utiliser 'algorithme d’élimination de Gauss pour des systémes rectangulaires ou pour des
systéme carrés non inversibles. Il faut juste décrire le traitement des cas ou, aprés (i — 1) éliminations,
on ne trouve aucun coefficient qui puisse servir de pivot (en dehors des (i — 1) premiéres lignes qui
contiennent déja un pivot).

Nous allons dans un premier temps traiter deux exemples puis nous donnerons le résultat dans

le cas général.

A. Exemples

Considérons les systémes

p

dry 4+ 3xy + 223+ (—1)ay = 3
21‘2 + 4I3 + 21’4 + 101’5 = 2 (1 8)
121‘1 + 51’2 + (—2)I3 + (—8)1’4 + (-18)1’5 = 7
\ (=8)x1 + 2z + 12z3 + 2lxy +  bdzs = —-20
.
4.1'1 + 333'2 + 233'3 + (—1)33'4 = 1
21‘2 + 41[‘3 + 2I4 + 10I5 = 54 (19)
1221 + bz + (—2)zz3 + (—8)xy + (—18)xy = —114
\ (—8)xy + 229 + 1223 + 2lxy +  Hdxs = 13
qui ne différent que par leur second membre.
Il est clair que les symboles x1, xo, x3, x4 et x5 ainsi que le signe ” =" n’interviennent pas dans

I’algorithme d’élimination et qu’on peut aussi traiter en méme temps les deux systémes en travaillant

sur le tableau des coeflicients suivant

4 3 2 -1 0 3 1
0 2 4 2 8 2 o4
12 5 -2 -8 -18 7T —114
-8 2 12 21 54 —-20 13

On note en face de chaque ligne le coefficient [, qui permet d’effectuer I’élimination de 'inconnue

x; de I'équation (Eq. k). L’application de l'algorithme d’élimination donne ainsi le résultat suivant.
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Elimination de z;

0
12/[4]=3
(—8) 4] = -2

Elimination de z,

-4 -8 =5 —18 -2 =117

Ligne de pivot 3 2 -1 0 3 1
0
0
0 8 16 19 54 | —14 15

-1 0 3 1
2 8 2 54
2 -9

Ligne de pivot
~4f2)- -
8/[2]=4

Elimination de z3. Aucune des équations 3 et 4 ne dépend de x3. Il n’y a donc pas lieu d’effectuer

Ligne de pivot 3
0
0
0

jan) (@) H~ [\]
|
—_
|
[\

11 22 | =22 201

cette élimination.

Elimination de x4

Ligne de pivot 32 -1 0 [3 1

Ligne de pivot 0 4 2 8 |2 54 (1.10)
Ligne de pivot 0 0 0 -2 12 -9

1/-1]=-11 \ 0 0 0 0 0 [0 —300

La 4¢me ligne ne dépend bien siir pas de x1, x9, 3 et x4 puisque le processus d’élimination vise
précisément a éliminer ces variables de la derniére équation. En fait, et cela est particulier au systéme
traité, elle ne dépend pas non plus de x5. En termes de pivot, cela veut dire que ni la ligne 4, ni la
colonne 5 ne contiennent de pivot.

La phase de triangularisation terminée, écrivons les deux systémes linéaires associés au tableau (1.10).

Nous avons ainsi établi que le systéme (1.8) est équivalent au systéme

;

xl + 3z 4+ 223 + (—lzy + Oz5 = 3
Oz —+ xg + 4x3 + 214 + 8xs = 2 (111)
0z; + Ozy + Oz + :1:4 + (—2)z; = 2
Ozy + Ozy + Ox3 + Oz4 + Oxs =0

13



et que le systéme (1.9) est lui équivalent au systéme

(

x1 + 3z + 223 + (—l)zg + Oz5 = 1

Ox; + IQ + 4x3 + 2%, + 8xs = b4 (112)
0z; + O0zy + Oz3 + x4 + (=2)xs = -9

Oxr; 4+ Oxp 4+ Oz + Oxy + Oxs = =300

\

On voit que la derniére équation de (1.12) n’est vérifiée pour aucune valeur de z, xq, 3, T4 €t
xs. L’algorithme a permis ainsi de détecter que le systéme est impossible a résoudre. Il n’admet donc
aucune solution.

Pour le systéme (1.8), la situation est différente. Il est équivalent au systéme (1.11) dans lequel
la derniére équation est juste une identité qui est vérifiée quelques soient les valeurs affectées aux
inconnues x1, x9, r3, ¥4 €t x5. L’algorithme a détecté ainsi qu’il y avait une équation redondante

que nous pouvons éliminer et ne conserver que les 3 premiéres équations de (1.11)

xl + 3z 4+ 223 + (—lzy + Oz5 = 3
Oz —+ xg + 4dz3 + 224 + 8xs = 2
0xy + Oxy + Oz3 + x4 + (=2)zs = 2
Clairement, toutes les solutions de (1.8) s’obtiennent en fixant une valeur arbitraire pour zj et

une autre valeur arbitraire pour x5 et en résolvant le systéme (1.11) d’inconnues x1, x5 et x4

l‘l + 31‘2 + (—1)1'4 = 3 — 25[’3 - 0I5
Oxr; + xg + 224 = 2 — 4dz3 — 8xs
Oz;y + Oz —+ x4 = 2 — Ozz3 — (—2)zs

Phase de remontée. La phase de remontée peut étre aussi organisée sous forme d’un calcul sur

les coefficients du tableau

(4] 3 -1 |3 — 223 — Oz

0 2 |2 — dz; — 8z

0 0 2 — Oxz — (=2)zs
On indique ci-dessous les différentes étapes, les opérations sont indiquées de fagon symbolique en
face de chaque ligne

Calcul de 24



Calcul de z»

((Eq. 2) — 2(Eq. 3))/[2]
Résolue

Calcul de 2,

0 -2 + I3 + Ty
0 3+ (23 + (—2)zs
0 —2 4+ Ozs  + (=2

((Eq. 1) = 3(Eq. 2) — (—1)(Eq.3))/[4] 0

Résolue

=

0
Résolue 0

La solution générale du systéme (1.8) est donc donnée de la fagon suivante,

TG =—2+x3+ 75
T2 :3—233'3—2]75 (113)
Ty = -2 — 21‘5,

en exprimant les variables de base x1,xy et x4 en fonction des valeurs arbitraires prises par les

variables libres x5 et xs.

En fait, le recours aux symboles 7 + 7, x3 et x5 n’est pas obligatoire. Il suffit de remplacer dans la
y g

phase de remontée le tableau

3 -1 |3 — 223 — O
0 2 |2 — 413 — Sz
0 0 2 — Oy — (—2)m3

par le tableau

2 |2 -4 -8 (1.14)

0 |[-1] |2 0 2

que 'on peut interpréter comme la résolution des trois systémes inversibles suivants, dont seul le

4] 3 -1 |3 -2 0
0
0

second membre est modifié :

xl + 3z + (—lzy = 3 xl + 3z 4+ (—Dzy = -2
01‘1 + 1'2 + 25[’4 = 2 01‘1 + 1'2 + 25[’4 =—4

0xy + 0Oxy + x4 = 2 0xy + 0Oxy + :1:4 =0
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[4]e1 + 325 + (Dzy = 0
OZL’l + ZEQ + 21’4 = -8

0xy + 0Oxy + x4 = 2

B. Formalisme général

Le procédé d’élimination et de résolution précédent est en fait général. A 'aide des coefficients

du systéme (1.1), on forme le tableau suivant

aip -0 Qi st Qip by
L e R ¢ bi
Am1 -~ Gmj " Qmp bm

Eventuellement, si on a le méme systéme avec plusieurs seconds membres distincts, on les ajoute a
la suite de la colonne des b; comme ci-dessus. On effectue alors les éliminations de la fagon suivante :
aprés (i — 1) éliminations, en opérant de la gauche vers la droite,

— on prend comme colonne de pivot la premiére colonne j, parmi les coefficients du systéme,
¢’est-a-dire avant la barre indiquant le second membre, pour laquelle un des coefficients sur les
lignes i, i + 1,..., m est non nul. (Si toutes les lignes i, i + 1,..., m, avant la barre du second
membre, sont nulles, la phase d’élimination est terminée.)

— On permute éventuellement les lignes ¢ et la ligne de ce coefficient pour I'amener en position
de pivot et on effectue I’élimination .

A la fin de I’élimination, on obtient un tableau réduit de la forme suivante

* ok x>k 3k ok ok k[ ok

0 0 [*] = =+ % * % % |x
0 0 0 [x] % % =% % x | x%
000 0 0 00 [F * |+
00 0 0 00 0 0O0/]e
0O 00 0 00 0 0O0/]e

Les coefficients | x| sont non nuls et constituent les pivots. Les coefficients * sont quelconques. Si I'un
des coefficients e est non nul, le systéme est impossible. Sinon les équations correspondantes sont

éliminées.
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Les variables, qui correspondent & des colonnes de pivot, sont des variables de base. Les autres
sont des variables libres.

On change de signe les coefficients des colonnes correspondant & des variables libres et on les met
au second membre. En résolvant, autant de systémes que de variables libres et de "vrais" seconds
membres, on obtient la solution du ou des systémes initiaux.

A partir de cet algorithme, nous en déduisons la caractérisation suivante.

Théoréme 1.2 Le systeme (1.1) est un systéme inversible si et seulement si les deux conditions

suivantes sont vérifiées

1. Le systéme est carré.

2. L’algorithme de Gauss permet de l’écrire sous forme d’un systéme triangulaire inversible.

Démonstration La démonstration est immédiate en observant que si m # n alors I'une des deux
conditions suivantes est vérifiée aprés réduction par 'extension de ’algorithme d’élimination de

Gauss

1. une ligne des coefficients du systéme est nulle,

2. une variable est libre.

De méme, pour un systéme carré, la réduction donnera un systéme triangulaire inversible si 'une

des deux situations précédentes ne se produit pas. o
Les éléments de calcul matriciel, que nous allons introduire dans la suite, vont nous permettre une

compréhension plus approfondie et une description plus systématique de 'existence et de I'unicité

des solutions d’un systéme linéaire général.
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1.2 Introduction au Calcul Matriciel

1.2.1 Lien avec les systémes linéaires

Comme on peut s’en convaincre au vu des résolutions effectuées ci-dessus, seuls importent pour

le traitement du systéme (1.1)

p

(Eq- 1) : anpnx + -+ 4+ ayx; + -+ awmr, = b
(Eq. Z) Doapry + o+ a0 QT = bi
\ (Eq. m) : apmzi + - + amiz; + 0+ G, = by

le tableau de ses coefficients a;;, 1 <i<n, 1 <j<m,

a1 e &1j e A1n,
A = a;1 e aij e Qin
Am1 e amj e A

et de celui des b;, 1 < i < n, coefficients de son second membre

by

bm
Ces tableaux de nombres sont appelés des matrices. En particulier, la matrice B est une matrice

colonne. A présent, notons :
x

Tn

la matrice colonne formée des inconnues du systéme.
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Nous définissons le produit de la matrice A des coefficients du systéme (1.1) et de la matrice
colonne X comme la matrice colonne contenant les différentes équations de (1.1), c’est-a-dire que

I'on a :
a111 —+ 4 alej —+ 4 A1nTy

AX = ;11 ++awx]++amxn (115)

11 + 0+ amjxj + o Ty
Alors, le probléme initial posé sous la forme du systéme (1.1) peut se reformuler ainsi : étant

donnée la matrice A, étant donné B, calculer X solution de :
AX = B. (1.16)

Cette équation matricielle n’est qu'une généralisation d’une équation du type ax = b ot a, b sont

des réels donnés et x est U'inconnue & déterminer.

Définition 1.12 Lorsque le systéme est carré (n = m) et inversible (unique solution quelque soit le
second membre), les solutions (xy1, xa, - - -, x,) $’écrivent matriciellement en fonction des (by, by, - -+, by),
on dit alors que la matrice A du systéme est inversible. On note A~' la matrice telle que X = A™'B.

Cette matrice A~1 s’appelle la matrice inverse de A.

Exemple 1.13 La matrice du systéeme (1.8) que nous rappelons ici

201 4+ 3xy = a,

=2z + xy = [,
2 3 «Q
est A = et celle de son second membre est B = :
-2 1 16
| | | , | sat(=3) 8
La matrice de 'unique solution est donnée quels que sotent o et 3 par X = ) . )
potgp
r 3
La matrice A est donc inversible et son inverse est donc A=™! = (? 18> puisque A7'B = X.
4 1

La notion de matrice est centrale dans plusieurs domaines des sciences, de la technologie et méme
des sciences économiques. Elles possédent des régles de calcul qui leur sont propres et que nous
verrons dans les paragraphes suivants. En particulier, la définition du produit "matrice - matrice

colonne" donnée ci-dessus, se généralise pour définir un produit "matrice - matrice".
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1.2.2 Définition des matrices

Définition 1.14 Une matrice a éléments dans K(= R ou C) est un tableau rectangulaire rempli

d’éléments de K.

ayp a2 e Qayj e Q1n
21 A92 e a9 e Qon,
A= = (az‘j)ie{l,Q,...,p},je{l,Q,...,n}-
;1 ;9 e [ e (0779
ap1  Gp2 e Apj e Gpn,

Les a;; sont des €léments de K, i est lindice de ligne et j est l'indice de colonne.

M, (K) désigne l’ensemble des matrices a p lignes et n colonnes a coefficients dans K.

Cas particuliers

1. Sin =1 on parle de matrice colonne. Par exemple

2. Sip =1 on parle de matrice ligne.

3. Lorsque p = n on parle de matrices carrées et on note M, (K) 'ensemble des matrices carrées

a n lignes et n colonnes.

Soit A une matrice carrée. On note a;; ses coefficients.

4 0 5

SiVi>j, a; =0 alors A est triangulaire supérieure. Par exemple, £ = [ 0 1 1
0 0 0

2 00

SiVi<j, a; =0 alors A est triangulaire inférieure. Par exemple, = [ 2 1 0
2 5 2
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0 0 0
SiVi# 7, a; =0 alors A est diagonale. Par exemple D= | 0 1 0

0 0 2
On note aussi D = Diag(0,1,2).
1 0 --- 0
Pour n € N, on note [,, = ' "~ | . Clest la matrice identité d’ordre n.
. . 1 0
0 --- 0 1

Définition 1.15 On appelle transposée de A, la matrice notée 'A, obtenue en échangeant les lignes

et les colonnes de A.

11 QAp1
11 Q12 - Q1p

a a

Si A= : oo alors 'A = 2 I'ﬂ

apl a/p2 PN apn

Q1n apn
1

1 -2 0

Exemple 1.16 SiA=| -2 1 € M3y (K) alors 'A = )

2 1 —1

0 -1

Définition 1.17 Soit A € M, (K). Notons a;; ses coefficients. On appelle trace de A et on note
Tr A l’élément de K défini par Tr A = Z .

i=1

Exemple 1.18 Pour les matrices E, F, D et I, définies plus haut, nous avons :

TrE=4+14+0=5, TrF=24+1+2=5, TrD=0+1+2=3, Trl,=n.

1.2.3 Opérations sur les matrices

1. Addition : Soient A et B deux matrices de M, (K'). Notons a;; les coefficients de A et b;; ceux
de B. On appelle somme des matrices A et B la matrice S de M,,,(K) dont les coefficients
s;; sont définis pour tout i € {1,2,...,p} et tout j € {1,2,...,n} par

sij = a;; + b;; et on note alors S = A+ B.

aiy -+ Qg bii -+ bip ay +bi - ar, + by

p1 - bpi -+ Dpm pt byt G+ b
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2. Multiplication par un scalaire : Soient A € M,,,(K). Notons a;; ses coefficients. Multiplier une

matrice par un scalaire A € K, revient a multiplier tous les coefficients par ce scalaire. Si on note
\ij les coefficients de la matrice A, résultat de cette opération, alors pour tout i € {1,2,...,p}
et tout j € {1,2,...,n},

Aij = Aa;; et onnote A=\ A

ai; - Qin ai; - Qip Aaiy e Aagg

Qpr, ap1 Apn, Aapi = Apy

3. Multiplication de matrices : Soient A € M,,,(K) et B € M,,(K). Notons a;; les coefficients

de A et b;; ceux de B. On appelle produit des matrices A et B la matrice P de M,,,,(K) dont

les coefficients p;; sont définis pour tout i € {1,2,...,m} et tout j € {1,2,...,n} par

p
pij = Z aikbkj = ailblj + -+ aipbpj et on note P = AB
k=1
aip 0 Gip by -+ b Pir - Pin
P p— p—
Am1 = Amp bpl bpn Pm1 " Pmn

On dit que le produit s’effectue lignes par colonnes. Pour que le produit ait un sens, il faut que
le nombre de colonnes de la matrice A soit égal au nombre de lignes de la matrice B.
1 2
1 2 3
Exemple 1.19 Soient Q) = et A= -2 1
4 5 6
0 -1
La somme 2 + A n’existe pas puisque les matrices n’ont pas le méme nombre de lignes ni de

colonnes. Par contre,

1 2 3 1 -2 0 2 0 3

QO+ 'A= + = .
4 5 6 2 1 -1 6 6 5

1 2

) ou encore —HbA =—-51 -2 1
0o -1

1 2 3

On peut aussi calculer 20 = 2
4 5 6
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Le produit *AQ n’existe pas car le nombre de colonnes de *A (en occurrence 3) ne correspond
pas au nombre de lignes de Q) (en loccurrence 2). Par contre
1 2
1 2 3 -3 1
P=0QA = -2 1 = )
4 5 6 -6 7
0 -1

Le produit matriciel n’est pas commutatif puisque

1 2 9 12 15
1 2 3
Q=A0=1]-2 1 =12 1 0 [|#QA.
4 5 6
0 -1 -4 -5 —6
On peut remarquer que
1 4 1 2 2 6
MM+A=2 5[+ -2 1 [=]0 6]="Q+"4)
3 6 0 -1 3 5
et que
1
1 -2 0 -3 —6
R="A'"Q = 2 5| = = "(QA)
2 1 -1 1 7
3 6

1.2.4 Propriétés

Propriété 1.20 Soient A, B et C trois matrices de M, (K) et A € K, alors :
1. A+ B= B+ A.

2. A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C.

3. MA+ B) = A + AB.
4. (A+B)="A+ 'B.
5. H(AA) = XA,

6. t(tA) = A

Théoréme 1.21 (M,,,(K),+) est un groupe commutatif.

Démonstration D’apres les propriétés 1.20, ’addition est une loi interne, commutative et associa-

tive. Le neutre de ’addition est la matrice



Si A € M,,(K) alors le symétrique de A pour 'addition est —A = (—1).A puisque —A € M,,,(K)
et A+ (—A) =0,, . o

Propriété 1.22 On considére A € K et les matrices A € My, (K), B € Mpn(K), C € My (K) et
D € My, (K). Alors

1. A(BC) = (AB)C = ABC.

2. A(AB) = (AA)B = A(AB) = AAB.

3. A(B+ D)= AB+ AD et (B+ D)C = BC + DC.
4. AL =T,A=A

5. Y(AB) = 'B'A (FAIRE ATTENTION A L’ORDRE!)
Théoréme 1.23 (M, (K),+, X) est un anneau unitaire, non commutatif et non intégre.

Démonstration D’aprés les propriétés 1.22, la multiplication est une loi interne, associative et

distributive par rapport a l'addition.

1 0 0
0
Le neutre de la multiplication est la matrice I,, =
1 0
0 0 1

Le produit n’est pas commutatif et on peut obtenir la matrice nulle en multipliant deux matrices
0 1 10 0 0 10 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Proposition 1.24 Pour toutes matrices A et B dans M, (K), nous avons Tr AB = Tr BA et ce,

non nulles :

meéme si les matrices A et B ne commutent pas, c’est-a-dire, AB # BA.

Démonstration Notons respectivement a;; les coefficients de A, b;; ceux de B, ¢;; ceux de AB et

d;j ceux de BA. Par définition de la trace et du produit de deux matrices,

Tr AB = icii = i (i az‘jbji> = i iaijbji
i=1 i=1 \j=1

i=1 j=1
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et

Tr BA = Z djj = Z (Z bji‘%'j) = Z Z@ijbji.

j=1 7=1 =1 j=1 i=1

Comme les sommes sur ¢ et sur j sont indépendantes, on peut intervertir les signes sommes et

i=1 j=1

Remarque 1.25 Soient n et p, deux entiers différents. Si A € M,,(K) et si B € M,,,(K) alors
AB € M,(K) et BA € M, (K) et Tr AB = Tr BA. Il suffit de reprendre la démonstration précédente

en sommant ['indice i entre 1 et p.

Définition 1.26 Soit A € M, (K).
1. Si 'A = A alors A est une matrice symétrique.

2. 81 'A= —A alors A est une matrice antisymétrique.

1 2 3
Exemple 1.27 A= |2 —1 0 | est symétrique.

3 0 7
0o 2 3
B=\| -2 0 =7 | estantisymétrique.
-3 7 0

Remarque : Si A est antisymétrique alors les coefficients de la diagonale de A sont nuls.

Définition 1.28 Une matrice A € M,,(K) est inversible si il existe B € M,,(K) telle que
AB =BA=1,.

Si B existe, elle est unique et on note B = A1,

Propriété 1.29

1. I, est inversible et I7' = 1I,.

2. Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et (AB)™' = B~'A~L.
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3. A7 est inversible et (A7) = A.

4. Si A est inversible alors 'A est inversible et ({A)T = (A1),

Proposition 1.30 Soit GL,(K) = {A € M, (K), A est inversible }. L’ensemble GL,(K) est un

groupe pour la multiplication. On 'appelle le groupe linéaire d’ordre n de K.

Démonstration D’aprés les propriétés 1.22, la multiplication est une loi interne, associative qui
admet comme neutre, la matrice identité I,,. De plus, si A € GL,(K), le symétrique de A pour la

multiplication est A~! puisque A™' € GL,(K) et A(A™') =1, . o

Avec les notations du paragraphe 1.2.1, nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.31 La matrice A est inversible si et seulement si le systéeme linéaire associé est

inversible. Dans ce cas, l'unique solution de AX = B s’écrit X = A1 B.
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1.3 Test d’auto-évaluation

1.3.1 Systémes linéaires

Question 1. Résoudre par 'algorithme de Gauss, les deux systémes suivants :

r + y - z =1 r + y - =z
(S1)§ 20 + y — 32z = 0 (S2) 22 + y — 3z
3r + 2y — 4z = 0, 3r + 2y — 4z
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Question 2. Soient deux réels a et A. Soit le systéme (S) défini par :

r + vy — z =1
(S = + 2 + 2z = 2
r + Ay + Az = a.

1. En utilisant la méthode du pivot de Gauss, déterminer une condition nécessaire et suffisante

sur A pour que le systéme (S) admette une unique solution.
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2. Dans le cas ou A = 2, déterminer selon les valeurs de a le nombre de solutions de (5).

3. Déterminer 1'unique solution de (S) dans le cas o a = 3 et A = 1.

1.3.2 Calcul matriciel

Question 3. On considére les matrices suivantes :

1 2 0 2 0 -1 0 2 11
A= B = C = et D= .
0 —1 1 11 1 11 2 2

1. Calculer A — B et 2A + B.
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2. Parmi les produits suivants, déterminer ceux qui existent et calculer les.

AB,BA! AB,B'A! BA, A'B, AC,C'A,C%,CD et DC.

3. Calculer Tr C, Tr D, Tr CD, Tr DC, Tr "AB et Tr BA.

4. Les matrices C' et D sont-elles inversibles ?

5. Déterminer les matrices X vérifiant ’équation AX = C.

Indication : déterminer avant de commencer la taille de la matrice X .
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a b

0 ¢

Question 4. Soit Y = (
0 1

1 0
) € My(R). Résoudre Y2 =1, ou I, = ( )
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Chapitre 2

Espaces vectoriels

2.1 Introduction

Avant de définir les espaces vectoriels, nous allons a partir d’'un exemple simple, le cas de R2,
lister les différentes propriétés des vecteurs.

Voici la représentation de deux vecteurs # et ¥ de R2.

G=0+0=0+1
‘ (T + @) + T =i + (@ + )
_______________________ W=+ T i=i+0=0+1

| i+ (=) =0
_____ u, § §= -1y
| | — 405 = —4(ii + T) =
...... o 5ii — 20 =
| U |
; : : 25 =
P
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Du point de vue des coordonnées nous avons :
u=(1,2) et v=(2,1)

On en déduit

0 =

!

Dans toute la suite du cours, K sera un corps commutatif. Dans la pratique, nous prendrons K = R

ou C.

2.2  Généralités

2.2.1 Définitions

Définition 2.1 Soit un ensemble E muni d’une loi interne ” + 7 et d’une loi externe ”.” définies
par
+ : ExXE — F (loi interne) o KxE — FE (loi externe).
(vi,v2) — v1+ 02 (A v) — Aw

Llespace (E,+,.) est un espace vectoriel sur le corps K si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. (E,+) est un groupe commutatif (+ est interne, commutative, associative, existence d’un neutre

et d’un symétrique pour tout élément de E),
2. la loi externe ”.” est telle que pour tout vy,vy dans E et tout \, u dans K,
(a) A.(v1 +v2) = Avyp + Avg,
(b) (A+ p).vy = Ay + pvg,
(¢) (A).vr = A.(pv1),
(d) 1x.v; = ;.

Les éléments de E sont appelés des vecteurs, ceur de K des scalaires.

2.2.2 Exemples

1. R™ est un espace vectoriel réel pour les lois + et . définies par :

VAER,V (21, 29,...,2,) ER™ YV (y1,¥2,...,Yn) € R®

(xlax%"'axn)+(y17y27"'7yn> = (x1+y17x2+y27"'7xn+yn)
ATy, Ty x,) = (Az1, ATg, ..., ATy,).
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2. On démontre plus généralement que si (E7,+,.) et (F2, W, ®) sont deux espaces vectoriels sur
le méme corps K alors, (F; x Fy, H,[) est un espace vectoriel pour les lois définies pour tout

(z1,41) € B}, (22,12) € E3 et A € K par

(@1, 22) B (y1,y2) = (21 + y1, T2 W y)

et
A (.Tl,l'g) = ()\.33'1, A ® .CI?Q).

3. L’ensemble K[z] des polynomes a coefficients dans K muni des lois + et . habituelles a une

structure d’espace vectoriel sur K.

4. L’ensemble M,,,(K) des matrices a n lignes et p colonnes muni des lois + et . habituelles a une

structure d’espace vectoriel sur K.

5. Soient I un ensemble et F' un espace vectoriel sur R. L’ensemble F (I, F') des applications de I

dans F' muni des lois + et . habituelles a une structure d’espace vectoriel sur R.
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6. L’ensemble des suites réelles muni des lois 4+ et . habituelles a une structure d’espace vecto-

riel sur R.

2.2.3 Reégles de calculs

Soit (F,+,.) un espace vectoriel sur K. On désigne par x et y des vecteurs de E et par A et u

des scalaires. Alors :

Az —y) = Az — Ay (2.1)
A=—p)x = Iz —px (2.2)
Démonstration
MMz —y) = Az—y)+Ay—dy=Axz—y+y) —Ay=Iz—\y

A=pax = A=—paoxt+pr—pr=AN—p+p.c—pr=As—px

o
Ce qui a pour conséquences immeédiates
A0p =05 Oga=0p (2.3)
A—y)=—- Ay (—p)x=—px (2.4)
Démonstration
Poser x =y dans (2.1) donne A\.0p = A\.(x —x) = Az —A\ax=0g
Poser A= dans (2.2) donne Og.x =(A—MN).z =X x— Az =0g
Poser z =0p dans (2.1) donne A\.(—y) =A.(0g —y)=A0g—Ay=0—Ay=—-\y
Poser A =0k dans (2.2) donne (—p).x =0 —p).x =0g.x —px =0 — px=—px
o
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Théoréme 2.2 (\.z =0g) < (A =0g ouz =0g).

Démonstration

2.3 Sous-espace vectoriel

2.3.1 Définitions

Définition 2.3 Une partie non vide F' d’un espace vectoriel (E,+,.) est stable pour les lois + et .

St

V(z,y) € F*, 2 +y € F, (2.5)

YA€ K,Vr € F, \.x € F. (2.6)

Définition 2.4 Soient (E,+,.) un espace vectoriel sur K et F' un sous-ensemble non vide de E.

(F,+,.) est un sous-espace vectoriel de E si la restriction des lois de E o F fait de F' un espace

vectoriel sur K.

Théoréme 2.5 Soit F' un sous-ensemble de E.

F est un sous-espace vectoriel de E <= F # 0 et VA€ K, Y(z,y) € F?, AMx+y€F

< F#0 et F eststable pour les lois + et .
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Démonstration

Remarque :

1. F' sous-espace vectoriel de £ implique Og € F.

2. Pour montrer que (F,+,.) est un espace vectoriel, il est plus facile de montrer que c’est un

sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel déja connu.
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2.3.2 Exemples

1. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur K, alors E et {0z} sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. L’ensemble C(I,R) des applications continues de I vers R est un sous-espace vectoriel de

F(I,R).

3. Si n € N, 'ensemble K, [z]| des polyndémes de K|x] de degré inférieur ou égal & n est un sous-

espace vectoriel de Kz].

L’ensemble des polyndémes de K[z| de degré exactement égal & n est-il un sous-espace vecto-

riel de K[x]?

4. F ={(z,y) € R?, z =0} est un sous-espace vectoriel de R.
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5. H={(x,y) € R*, zy =0} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.
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2.3.3 Intersection et somme de sous-espaces vectoriels

Dans tout ce paragraphe, F' et G sont deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Théoréme 2.6 F NG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

Que dire de FUG?
On pourra considérer F' = {(x,y) € R?, z=0}et G = {(z,y) € R?, y=0}.
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Définition 2.7 Soient n € N* et (1,29, -,x,) des éléments de E.

On dit que x € E est combinaison linéaire de x1,xa,- -, x, s’il existe (A, Ag, -+, A\p) € K™ tel que

Tr = )\1$1 + )\233'2 + -+ )\nxn = Z)\Z.TZ
=1

Définition 2.8 Soit A une partie de E. On note Vect (A) le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-

espace vectoriel de E contenant A. On dit aussi que Vect (A) est le sous-espace vectoriel engendré par A.

Théoréme 2.9 Soit A une partie de E.
1. Si A= 10 alors Vect () = {0g}.

2. Si A# 0 alors Vect (A) est 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A, c’est-a-dire

Vect (A) = {xEE/ AN, Ae, - A € K™ et A(xy, 29, ,x,) € A”, tel quex:Z)\ixz}.
i=1

Démonstration
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Exemple 2.10

1. Soit F = {(x,y,z) € R® x—y = 0} un sous-espace vectoriel de R*. Déterminer B C R3 tel que
F = Vect B.

2. Soit l’équation différentielle linéaire (£) y” — 3y’ +2y = 0. Si f1(z) = €* et fo(x) = €** alors
les solutions de (€) sont Sol(E) = {\f1 + ufa, (A, ) € R?}.
Trouver A pour que Sol (£) = Vect (A).

Définition 2.11 On définit la somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E par
F+G = {z€FE [/3I(v,y) € FxG tel que z =z +y}.

Théoréme 2.12 F+G est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel (au

sens de l'inclusion) qui contient F' U G. Autrement dit, F'+ G = Vect (F UG).

Démonstration
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Propriété 2.13 Notons F,G et H trois sous-espaces vectoriels de E. L’opération somme de deux

sous-espaces vectoriels a les propriétés suivantes :

1. F+(G+H)=(F+G)+ H. On dit alors que la loi " +7 est associative. On note F + G + H

la somme des trois sous-espaces vectoriels.
2. F+G =G+ F, la loi + est donc commutative.
3. F+{0g}={0pg}+F=F.

4. F+ F=Fmas F+G=F+H#G=H.

Démonstration

l.Cize F+(G+H) = (A 2)eFx(G+H)(x=y+2)
= F(y,u,v) e FxGx H)(x=y+ (u+v) =(y+u)+v))
donc z€(F+G)+ H.
Dixe(F+G)+H = (Fy,2) e (F+G)x H)Y(z=y+ 2)
= (F(u,v,2) e FXxGEx H)(z=(u+v)+z=u+ (v+2))

donc z€ F+(G+H).

22€EF+G& Ay,2) eFxG)z=y+2)e sy eGxF)lz=z4+y) e reG+F.

3.

re€F+{0g} = (FyeF)(r=y+0g=y) donc z € F.

r€e€F = x=x+0g=>ax€ F+F.
reF+F = Ay z2)eFxF)(rt=y+z2)=rxe€F. Dot F+F=F.

Mais F+F = F+{0g}=F mémesi F # {0g}.

Définition 2.14 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme F + G est directe si

FNG={0g}. On note alors F & G.

44



Définition 2.15 Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans E si les as-

sertions suivantes sont vérifiées
i) E=F+G,
ii) la somme est directe i.e. FNG ={0g}.

On note alors E = F & G.

Exemple 2.16 Soit E = F(R,R). On considére F' le sous-ensemble des fonctions paires et G le sous-
ensemble des fonctions impaires. Vérifier que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.Sont-ils

supplémentaires dans E ¢
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Théoréme 2.17 E=F@G <= (Vz € E) (M(y,2) € F xG) (x =y + z).

Démonstration

Application : Définition de la projection sur F' parallélement & G.

On peut grace a I’équivalence du théoréeme 2.17, définir la somme directe de plusieurs sous espaces

vectoriels.
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Définition 2.18 Si £y, Es, - -+, E, sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, on dit

que la somme I' = Fy + Ey + - -- + E, est directe si
(VveF) 3 (v,v9,-,0p) € By X By X - X Ep)(v =01+ v + -+ +1p).

p
Dans ce cas on note I' = F, © Ey @ --- ® L), ou encore I’ = @EZ

i=1
Proposition 2.19 Soient Ey, Es,---, E,_ 1, E, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E
tels que ' = E\®Ey®---®E,_1. S1 F et E, sont en somme directe alors la somme Ey+ Ey+- - -+ E,

est directe. Autrement dit,

(El@EQ@"'@Ep—l)@Ep:EI@EQ@"'@EP.

2.4 Famille génératrice, famille libre, base

2.4.1 Définitions

Définition 2.20 Soient I et E deux ensembles. On considere une application qui a tout i dans I
associe un élément de E noté ;. Cette application définit une famille que 'on note (;)ic;s-

La famille (x;);er est finie si I est un ensemble de cardinal fini, elle est infinie dans le cas contraire.

Remarque : Les x; ne sont pas nécessairement distincts. Si I = {1,2,---,n} alors la famille (z;);c;

représente le n—uplet (1, s, -+, 2,). A ne pas confondre avec ’ensemble {z1, xo, -, 2, }.

Définition 2.21 Une famille non vide A de E est génératrice de E si E = Vect (A). On dit aussi

que A engendre E.

Remarque : Si f est une bijection de {1,2,---,n} dans lui méme, alors les familles (xy, 29, -, x,)

et (zy), Ty2), -, Tfm)) engendrent le méme espace vectoriel.
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Exemple 2.22 Donner une famille génératrice des espaces vectoriels R?, K|x] et Maz(K).

Définition 2.23 Soit A = (z1, 22, -, x,) une famille finie de E. La famille A est libre si

(V()\l,)\g, .- ,)\n) c Kn)[)\l.Tl + )\233'2 =+ 4 )\n.Tn =0 = ()\1 = )\2 = ... = )\n = OK)]

On dit aussi que les vecteurs x; sont linéairement indépendants.

Définition 2.24 Soit A = (x1, 22, -, x,) une famille de E.

A est liée si elle n’est pas libre, c’est-a-dire

El()\l,)\g,"',)\n) c Kn, [)\133'1 +)\2$2 + +)\nxn = OE' et ()\1,)\2,"'
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Remarque : Le contraire d’une famille libre est une famille liée!

Définition 2.25 Une famille infinie de E est libre si toute sous-famille finie est libre. Elle est liée

s’il existe une sous-famille finie liée.

Définition 2.26 On appelle base de E une famille libre et génératrice de E.

Exemple 2.27

1. Les familles ((1,1),(1,2),(2,3)) et ((1,2,3),(1,1,1)) sont-elles libres ?
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2. Donner une base des espaces vectoriels M,,,(K), R", K,[z] pour n € N* et K[z] .
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Théoréme 2.28

Soient E un K-espace vectoriel et B = (x1, 29, -+, x,) une famille de vecteurs de E.
B est une base de E <= (V x € E) (I1( A1, A2, -+, \n) € K) (= My + Xoxo + -+ - + Auyp).
Les \; sont les composantes ou coordonnées de x relativement a la base B.

Démonstration

2.4.2 Propriétés

Soit E un espace vectoriel. Soient x,y, x1, x9, - - -, x, des vecteurs de F.

1. (z,y) lite <= (AN € K) (x = Ay ou y = Az).

ol



Plus généralement (1, xq,- - -, 2,) liée <= l'un des x; est combinaison linéaire des autres.

2. (x) est libre <= z # Op.

3. (w1, 29, -, xy,) lite = (Vy € E) [(x1, 22, -, Tn,y) est lice |.

4. S’il existe i tel que x; = O alors (21,29, -, x,) est lice.

5. (w1, 29, -, xy,) libre = (V @ # j)(x; # ;).
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6. (1,9, -, 2,) libre = toute sous-famille est libre.

2.5 Dimension d’un espace vectoriel, rang d’une famille de vec-
teurs

Définition 2.29 Un espace vectoriel est de dimension finie s’il existe une famille A de cardinal fini

telle que E = Vect (A). Il est de dimension infinie dans le cas contraire.
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Exemple 2.30 Les espaces vectoriels R™, K,[x], M,,(K) et K[x] sont-ils de dimension finie ?

Nous allons montrer que tout espace de dimension finie admet une base finie et que toutes les

bases ont le méme nombre d’éléments. Pour cela, nous avons besoin du résultat préliminaire suivant.

Lemme 2.31 S@ chacun des n + 1 vecteurs uy, us, ..., uyy1 €St combinaison linéaire des n vecteurs

€1, €9, ..., €n, alors (Ui, Usg, ..., Up11) est lice.

Démonstration

On raisonne par récurrence sur n.

Initialisation : n = 1: F = Vect (e;). Soient u; et uy dans F'. Alors il existe (A1, A\y) € K? tel que

u; = ey et ug = Ageq, donc la famille (uq,ug) est lice.

Hypothése de Récurrence (HR) : Supposons que si G = Vect (eq,es,- -, e,) alors toute famille

de n + 1 vecteurs de G est liée.
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Rang n+1:On a H = Vect (e1,ea,,€pn,€n11) €6 Uy, -+, Upy1, Unt2, N+ 2 vecteurs de H.

up = Ajper+Ager+ o+ Aipen + Apging

Ug = Agi€1+ Aggey + -+ Ao pen + Ao ppi€nin
Unt1 = Ang1,1€1 + Apg1262 + -+ A1 n€n + g1 nt1€nt1
Unta = Ang2,1€1 + Apg22€2 + -+ App2n€n + Aptont1€ntt.

ler cas : Vk € {1,2,--+-,n+ 2}, A\ppny1 = 0.

Alors les vecteurs uy, ug, - - -, up 41 appartiennent a Vect (eq, ez, -, e,).

HR = (uy,ug, -+, upy1) liée. Done (ug, ug, -+, Upyq, Unio) est lice.

2eme cas : 3 ke {1,2,---,n+ 2}, \g i1 # 0. Par exemple, A\j0,41 # 0.

Ai,n—i—l

Pour tout ¢ € {1,2,---,n+ 1} on définit u, = u; — Up42. On a alors

)\n+2,n+1
/
u; = Ajjer + Ao + -+ N p€in + Niptini

- Ain41 A\ Aint1 A\

n+2,1€1 —
A

Ain41 A\

n+2,262 + = n+2,n€n — )‘i,n-l—len—l—l'

)\n+2,n+1 n+2,n+1 )\n+2,n+1
Ainsi pour tout i € {1,2,---n+ 1}, u; € Vect (eq,e2, -, €,).
Donc d’aprés HR, (u),ub, -+, ul, ) est lice.

Par suite, il existe (aq, g, -+, a1 1) scalaires non tous nuls tels que

/ /! /!
1y + QaUly + -+ A Aty gy = 0.

1
Donc oquy + g + - - - + Qg tine1 — —— (@1 A1 ng1 + @2 Xo g1+ F Qi At 1041 Ung2 = 0.
)\n 2,n+1
+2,n+
Par suite, (w1, ug, -, Upi1, Unt2) est lice. o

Théoréme 2.32 Toute famille génératrice d’un espace vectoriel E contient plus d’éléments qu’une

famille libre de E.

Démonstration

Soit G = (z1,---,xp,) une famille génératrice de E et soit (yi,---,y,) une famille libre de E.

Montrons par ’absurde que p > n.
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Supposons que p < n et montrons que la famille (y,-- -, y,) est liée.

La famille G étant génératrice, la famille (y1,- - -, yp, Yp+1) est une famille de p + 1 vecteurs qui sont
des combinaisons linéaires des p vecteurs (1, -, x,).

D’aprés le lemme 2.31, la famille (y1, - - -, Yp, Yp+1) est lice. Ainsi toute famille contenant cette famille
liée est également une famille lice. Par conséquent, puisque p < n, la famille (yi, - - -, y,) est liée. Nous

aboutissons a une contradiction avec I’hypothése que la famille (yy,---,y,) est libre. Donc p > n.

Lemme 2.33 Soient E un espace vectoriel sur K, (x1,xs,...,x,) une famille libre de E et x dans

E.
1. Six € Vect (1,9, ...,x,) alors Vect (x1, 29, ..., xn, x) = Vect (x1, 29, ..., 2,).
2. Six ¢ Vect (11,2, ..., T,) alors (x1,Ta, ..., x,, x) est une famille libre de E.
Démonstration

1. Tl est clair que Vect (z1, s, ..., 2,,) C Vect (1, xa, ..., T, T).

Soit y € Vect (x1, Ty, ..., Tn, x). Alors il existe (i, -+, Ay, A) € K™ tel que
Y=MANxi+ -+ A\, + AT.
D’autre part, x € Vect (21, xa, ..., x,) donc il existe (pq,-- -, pu,) € K™ tel que
T = a1+ fnZ
Ainsi, y = (A + Ag)zr + -+ + (A + M), done y € Vect (21, 22, ..., x,) et
Vect (x1,Za, ..., Tn,x) = Vect (x1,Za, ..., Tp).

2. Soit \jxy + Ao + -+ - + Az, + Ax = O une combinaison linéaire nulle des vecteurs.

Si A # 0x alors 2 = —A"'\z; — A hoae — - — A7t\,2, ce qui contredit le fait que

x & Vect (x1, 9, ..., z,) donc A = Og.

On a donc A1 + Agxe + - -+ + Az, = Op et comme (xq, 9, ..., x,) est libre, nous avons pour

tout 1 <i <n, \; = 0 et la famille (xq, xo, ..., z,, z) est libre.
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Théoréme 2.34 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, non réduit au vecteur nul. De toute

famille génératrice de E, on peut extraire une base de E.

Démonstration

Soit E' = Vect (x1, z, ..., Ty) avec pour tout 1 < i < m,z; # 0. Nous allons raisonner par récur-

rence sur m.

Initialisation : m =1

E = Vect (z1) et 21 # 0 donc (x;) est une famille libre et génératrice de F, c’est une base de E.

Hypothése de Récurrence (HR) :

D’une famille génératrice de E de m vecteurs non nuls, on peut extraire une base.

Rang m + 1 : Soit E = Vect (z1, 9, ..., Ty, Tims1). Notons F' = Vect (xq, z9, ..., xy) C E.

D’aprés (HR), on peut extraire de (21, 22, ..., Z,,) une base de F. Notons (y1, ya, - - -, yp) cette base.

Nous avons alors F' = Vect (y1, Y2, ..., Yp) et E = Vect (y1, Y2, .-, Yps Tmt1)-

Si Tpy1 € Vect (y1, ya, ..., Yp), alors d’aprés le lemme 2.33

E = Vect (Y1,Y2, -, Yp, Tmt1) = Vect (y1, Y2, .., yp) = F.

Par suite (y1,y2,- -, ¥y,) est une base de E.

Si Tyq1 & Vect (y1, Y2, ..., Yp), 01 a, toujours d’aprés le lemme 2.33 (y1, Yo, ..., Yp, Tm+1) libre, c’est

donc une base de E. o
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Exemple 2.35 Soit F' = Vect ((1,1,0),(0,0,0),(2,2,0),(1,0,1),(2,3,—1)). Donner une base de F.

Conséquences des deux derniers théorémes

1. Tout espace vectoriel F, non réduit a {Og} et de dimension finie admet une base.

2. Toutes les bases ont le méme nombre d’éléments.

Définition 2.36 On appelle dimension de E le nombre d’éléments d’une base de E.

Exemple 2.37 Donner la dimension de R", de M,,(K) et de K,|[x].
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Théoréme 2.38 (Théoréme de la base incompléte)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soit L une famille libre de E. Alors il existe une base

B de E qui contient L.

Démonstration
Soit (vy, v, - -+, vp,) une famille génératrice de E. Notons L = (z1,- -+, x;).
Il est clair que (x4, - -, 2, v1, Vg, - - -, vp) est une famille génératrice de E de laquelle on peut extraire

une base (théoréme 2.34).

Si L est génératrice de F, alors comme L est libre, L est une base et le théoréme est démontré.

Supposons donc que L n’est pas génératrice. Alors, il existe un ¢, par exemple (quitte & changer la nu-

mérotation des v;) i = 1 tel que vy & Vect (L). Par conséquent d’apres le lemme 2.33, (xq,- -, zy,v1)
est libre.
Si (x1,---,x,v1) est génératrice de E, le théoréme est démontré.

Sinon, il existe un 4, par exemple (quitte a changer la numérotation des v;) i = 2 tel que vy &

Vect ((xq,- -+, 2,v1)) donc d’aprés le lemme 2.33, (xq, - -, xy, 01, v2) est libre.

Si (xy1,---,x,v1,0z) est génératrice de E, le théoréme est démontré, sinon on continue.

Exemple 2.39 Compléter la base de ' obtenue & lexemple 2.35 afin d’obtenir une base de R3.
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Proposition 2.40 1. Soit E un espace vectoriel de dimension n.
(a) Si L est une famille libre de E alors Card L < n.
(b) Si G est une famille génératrice de E alors Card G > n.
(c) Si L est libre et si Card L = n alors L est une base de E.
(d) Si G est génératrice et si Card G =n alors G est une base de E.
2. La dimension de E est égale au nombre de vecteurs dans le plus grand (au sens de l'inclusion)

systéme libre de E. Par suite dim F' =0 <= F = {0g}.

Démonstration

60



Exemple 2.41

1. Montrer que les vecteurs (1,1,0), (0,0,1) et (1, —1,—2) forment une base de R>.

2. Montrer que E = C°(I,R) est de dimension infinie. (Indication : On pourra raisonner par

Uabsurde et démontrer qu’il contient une famille libre de cardinal supérieur a la dimension).

Définition 2.42 Soit (x1, 2, -+, x,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle
rang de la famille de vecteurs (1, xs,---,x,) la dimension de l’espace vectoriel engendré par ces
vecteurs.

Exemple 2.43 Quel est le rang de la famille F = ((1,1,0),(0,0,0),(2,2,0),(1,0,1),(2,3,—-1)) ¢
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Proposition 2.44

1. Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E avec (uy, ug, - - -, u,) une base de F' et (vy, v, - -+, vs)

une base de G. Alors
(a) F+ G = Vect (uy,ug, -+, Uy, U1, Vg, V)
(b) (uy,ug, -+, up,v1, 09, -+, vs) est libre si et seulement si F NG = {0g}.
2. Si Ey, Esy, - E, sontp sous-espaces vectoriels de E tels que pour touti € {1,2,---p}, (ul,ub,---, ujq)

est une base de E;, alors

. . 1 1 1 2 2 2 p p p 1
E\®E,®---®F, si et seulement si (Uy, Ug, -+, Uy, U, U, ==y Upyy =+, UL, U, - - -,qu) est libre.
Démonstration
1. (a) Soit H = Vect (uy,us, -+, u,,v1,0q,-+,0s). Nous allons montrer par double inclusion,
que H =F + G.

v hEHa 3(&170527'"704T7517527"'ﬂ5)GKTJrsa

h=ou + agup + - - - + apup + G101 + Bova + - - - + G,

eF eG

donche F+Get HC F+G.
Réciproquement,

VweF+G, J(uv)eFxGw=u+v.

On aw € F donc Iy, e, -+, ;) € K" u = ajuy + agug + + -+ + Q.
De méme, v € G et (01, B2, -+ Fs) € K*,v = Brvg + Pave + « - - + Bsvs.
Par suite, w = aqus + agus + - - - + a,u, + Biv1 + Pove + - - -+ Bsvs € H donec F+ G C H.

(b) Supposons que (uy, ug, - -+, Uy, v1, Vs, - -, vs) est libre . Soit x € F N G. Nous avons alors
r S r S
T = Z Azuz = Z,LL]‘UJ‘. Donc Z )‘zuz - Z,LL]‘UJ‘ = OE
i=1 j=1 i=1 j=1
Comme (uy, ug, -+, Uy, v, Vg, -+, V) est libre, on obtient pour tout 1 < i < r, \; = O et

tout 1 < j <s,u; = 0. Finalement z = 0g et FNG = {0g}.

Supposons que F'NG = {0g}. On part de




On a donc
T S
r = E )\zuz = — E MU
i—1 j=1

et x = 0 puisque z € FNG.

Comme les familles (uy, ug, - - -, u,) et (v1, v, - -+, vs) sont libres, on obtient alors pour tout
1 <i<r A\ =0gettout 1 <j <s, p; =0g. Donc (uy,ug,---,ur,v1,vs,---,05) est

libre.

2. Notons V = (ug, ug, - -, Uy, Uy, Us, - -, Uz, -+, ul, ub, - - ;uf ). On vérifie comme dans 1.(a) que

E1+E2+--~+Ep:\/ect (V)

Supposons que la famille V est libre. Soit © € E; + Ey + --- + E,. On suppose que x admet

deux écritures différentes :

pTi poTi
v=) Y= > Hu.

i=1 j=1 i=1 j=1

En effectuant la différence de ces deux écritures, on obtient

0= D23 ()~ G

i=1 j=1

ce qui donne, puisque la famille V est libre

Vie{l,---,pp,Vjie{l,2,--- r},af = 5L

L’écriture est donc unique et la somme E; + Fy + - - - + E), est directe.

Réciproquement, supposons que la somme est directe et partons d’une combinaison linéaire

nulle des ué Nous avons d’une part

p i
S e =0
i=1 j=1
et d’autre part,
p T4
00 =33 0wt
i=1 j=1

Par unicité de I'écriture dans Ey @ Fy @ - -- @ £, on en déduit que

Vie{l,---,p},Vje{l,2,- --,Ti},aé = Ox et la famille V est libre.
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Corollaire 2.45 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Avec les notations précédentes, nous

avons

1. E=F ®G siet seulement si (uy, ug, -+, Uy, v1,- -, 0s) est une base de E.

p
2. F = @ E; si et seulement stV est une base de E.
i=1

Théoréme 2.46 (Formules sur les dimensions)

E.F.E\, E,,---, E, désignent des espaces vectoriels de dimension finie.
1. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors dim F' < dim E.
2. Si I est un sous-espace vectoriel de E et si dim F' = dim E, alors E = F'.
3. dim (Fy x Ey) = dim Ey + dim E,.

4. St la somme Ey + Ey est directe, c¢’est-a-dire si Ey N Ey = {0g}, alors
dim (Ey @ Es) = dim Ey + dim Es.
Par récurrence immédiate, on montre que si la somme Ey + FEy + -+ -+ E, est directe alors
P
dim (By® Ey®--- @ E,) =Y _ dim E;.
i=1

5. Si E1 N E2 7& {OE} alors dim (El + EQ) = dim E1 + dim EQ — dim (El N EQ)
E1 ﬁ EQ - {OE}
dim B+ dim Ey = dim F

6. E=FE @ E, <

Démonstration

1.
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3. Il suffit de vérifier que si (e, eq,- -, €,,) est une base de Ej et si (f1, fa, -, fny) €st une base

de E» alors

((elaoE‘z)a (627OE2)7 Ty (€n1,OE2), (OEU fl): (OEU f2)7 Ty (OE'U fng))

est une base de E; X FEj.

4. Si (uy,ug,---,u,) est une base de E et (vy,vq,- -+, v,) une base de Fy, alors, comme la somme
Ey + E5 est directe, la proposition 2.44 assure que (uq, ug, -+ -, Uy, U1, Vg, - - -, Ug) est une base de
E, & E,. Par suite, dim (F; @ Fy) =r + s = dim F; + dim Fj.

5. Soit (uy,us,---,u,) une base de G = Ey N Ey. (uy,ug,---,u,) est une famille libre de E;
donc d’apres le théoréme de la base incompléte, il existe v,i1,vpyo, -+, v, dans E; tels que
(U1, U, -+, Up, Upy1, Upta, - -+, Uy) SOIt une base de Ej.

De méme il existe wpy1, Wpio, -+, w, dans Ey tels que (ug, us, -+, Up, Wpi1, Wpi2, - -, Wy) SOit

une base de Es.

Soit H = Vect (Vp41, Vpsa, -+, Ug)-

La proposition 2.44 assure que

Ei+ Ey = Vect (u1,Ug, -, Up, Upi1, Upgas -« + 5 Ugy Wyt 1, Wpt2, * -+, Wy)

= LEy+ H.

Afin d’appliquer le résultat précédent, nous allons démontrer que Fy N H = {0g}.

Soit x dans Es N H. Alors = est dans F5y et dans H. Or H C FE;. Ainsi x est dans FEs, E; et
dans H, c’est-a-dire dans G N H.

D’apreés la proposition 2.44, comme la famille (uq, ug, -, Up, Ups1, Vpta, - - -, U,) est libre, on a

Ey =G @® H. Par conséquent, G N H = {0g}. Donc x = 0g et By + Ey = E, & H.

Dans ces conditions,

Or comme F; = G® H, on a dim F; = dim G+ dim H = dim £, N Es +dim H. Au final, on
obtient
dim (El + EQ) = dim E2 + dim E1 — dim E1 N EQ.
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2.6 Test d’auto-évaluation

2.6.1 Espaces vectoriels

Question 1. Qu’est-ce qu'un espace vectoriel ?

Question 2. Qu’est-ce qu'un sous-espace vectoriel 7

Question 3. Soient (F,+,.) un espace vectoriel et F° C E. Comment montre-t-on que F' est un

sous-espace vectoriel de E'7

Question 4. Soient (F,+,.) un espace vectoriel et ' C E. Donner des conditions suffisantes pour

que F' ne soit pas un sous-espace vectoriel de E.
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2.6.2 Famille génératrice, famille libre

Soit (E,+,.) un espace vectoriel. Soit &€ = (x1, 2, - -, x,) une famille de E.

Question 5. Soit A C E avec A # (). Donner deux caractérisations de Vect A.

Question 6. Que signifie "E est génératrice de £" 7?7

Question 7. Comment montre-t-on que la famille £ est génératrice de £ 7

Question 8. Qu’est-ce qu’une famille libre ?

Question 9. Comment montre-t-on qu'une famille d’un seul vecteur est libre ?

Question 10. Comment montre-t-on qu’une famille de deux vecteurs est libre ?
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Question 11

Question 12

Question 13

Question 14

Question 15

. Comment montre-t-on qu’une famille de trois vecteurs et plus est libre ?

. Qu’est-ce qu'une famille liée ?

. Comment montre-t-on que la famille £ est liée ?

. Qu’est-ce qu'une base de E 7

. Soit n € N*. Donner la base canonique de R™ puis de K, |[z].

2.6.3 Dimension d’un espace vectoriel

Question 16

. Qu’est-ce qu'un espace vectoriel de dimension finie ?
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Question 17. Donner deux exemples d’espace vectoriel de dimension infinie.

Question 18. On suppose que F est un espace vectoriel de dimension finie. Qu’est-ce que la dimen-

sion de E?

Question 19. Soient n € N* et p € N* . Donner la dimension des espaces vectoriels suivants :

dim R" = ,dim M,,,(K) = ,dim K, [x] =

Question 20. Soient F un espace vectoriel de dimension n € N* et £ = (21, 2o, - -, x,) une famille

de E. Donner trois méthodes pour montrer que £ est une base de E.

Question 21. Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et I’ un sous-espace vectoriel de

E. Que dire de la dimension de F'?

Question 22. Soient F un espace vectoriel de dimension n € N* et F' un sous-espace vectoriel de

E. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la dimension de F pour que E = F'.
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2.6.4 Somme directe - Espaces supplémentaires

Soient F un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Question 23. Que signifie "F et GG sont en somme directe" ?

Question 24. Que signifie "F et G sont supplémentaires dans E" 7

Question 25. Comment montrer que "F' et G sont supplémentaires dans E" 7

Question 26. Comment montrer que "F' et G sont supplémentaires dans E" dans le cas ou E est

de dimension finie ?
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Chapitre 3

Applications linéaires et matrices

3.1 Applications linéaires

Dans tout ce paragraphe, E et F' désignent des espaces vectoriels sur K, K = R ou C, et u une

application de F vers F.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1 On dit que u est linéaire si pour tout (z,y) € E X E et tout A € K
u(r +y) =ulx) + uly) et u(x) = Au(z),

ou de maniére équivalente

u(Ax +y) = Au(x) + u(y).
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Exemple 3.2 L’application identité et [’application nulle sont linéaires.

Remarque : Si u est linéaire alors u(0g) = Op. La contraposée est trés fréquemment utilisée en

pratique :

Définition 3.3 L’ensemble des applications linéaires de E wvers F' est noté L(E,F). Dans le cas

particulier ou B = F, les applications linéaires de E vers E sont appelées endomorphismes. Dans ce

cas, L(E, E) est noté L(E).

Les applications linéaires de E vers K sont appelées formes linéaires. Dans ce cas, L(E, K) est

noté E*, on ['appelle espace dual de E.

Théoréme 3.4 L(E, F) muni de 'addition et de la loi externe définies pour les applications est un

espace vectoriel sur K.

Démonstration
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Exemple 3.5

1. Soit ¢ : K[z] — K|z]| telle que (V P € K[z]) (¢(P)=P').
Alors ¢ € L(K|[x]).

2. Soit u : C%([a,b]) — C*([a, b]) telle que

fr—y9
v feCab). ¥z e ab] (u<f><x> ~g0)= [ xf(t)dt) |

Alors u € L(C°([a,b]),C([a,D])).
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3. Soient E un espace vectoriel sur K, a € K et u: E — E telle que
VzeFE) (ulz)=ax).

Alors u € L(E).

4. Soient Ey, By, - -, E, des espaces vectoriels sur K. Pour tout i € {1,2,---,n} Uapplication

piiE:E1XE2X"'XEn —)EZ

x:('rlw/EQ?”'a‘rn) — I

est un élémént de L(E, E;) et s’appelle la i€ME projection.

5. Soit Tr : M, (K) — K lapplication qui a toute matrice A € M, (K) associe sa trace Tr (A).
Alors Tr € LM, (K), K).

6. Soit u: R? — R3 telle que
V (2,y) €R* u(z,y) = (v —y, 3y + Lo +y).

Alors u & L(R?* R?).
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7. Soit p : R? — R? telle que

(v (x,y) € RQ) ((p(x,y) = (x - y,3y,x—i—y))-

Alors ¢ € L(R* R?).

3.1.2 Noyau, image et application linéaire bijective

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et u € L(E, F).

Définition 3.6 On appelle noyau de u et on note Ker u, [’ensemble défini par :
Keru={r € E /u(x) = 0p} =u'({0r}) C E.

Ker u est l’ensemble des antécédents par u du vecteur nul de F'.

On appelle image de u et on note Im u, [’ensemble défini par :
Imu={yeF /3xeE, y=u(r)} ={u(x) /z € E} =u(E) C F.

Théoréme 3.7 Soientu € L(E, F), A un sous-espace vectoriel de E et B un sous-espace vectoriel de

F. Alors u(A) est un sous-espace vectoriel de F et u=(B) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration
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Corollaire 3.8 Soitu € L(E, F).
1. Ker u est un sous-espace vectoriel de E.

2. Im u est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration

Il suffit de prendre B = {0} et A = E et d’appliquer le théoréme précédent.

Théoréme 3.9 Soitu e L(E,F).
1. u est surjective <= Imu = F.

2. u est injective <= Keru = {0g}.

Démonstration
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Exemple 3.10 Etudier le noyau et l’image des applications 1 et ¢ définies en 1) et 7) de l’exemple
3.5, pages 75 et 77.
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Propriété 3.11 Siu e L(E, F) et siu est bijective alors u™' est linéaire.

Démonstration

Définition 3.12 Les applications linéaires bijectives sont appelées des isomorphismes. Dans le cas

ou E=F, on les appelle des automorphismes. On note respectivement ces ensembles Isom(E, F') et

Aut(E).

3.1.3 Applications linéaires et dimension

Théoréme 3.13 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et u € L(E, F).

1. u injective => l"image d’une famille libre de F est libre dans F.

u injective et E et F' de dimension finie = dim E < dim F.
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2. u surjective = ["tmage d’une partie génératrice de E est une partie génératrice de F.

u surjective et ' est de dimension finie => F' est de dimension finie et dim E > dim F'.

3. u byective = l'image d’une base de E est une base de F'.

u bijective et E est de dimension finie = F' est de dimension finie et dim E = dim F.

Exemple 3.14 1. L’application ¢ définie au 7) de Uezemple 3.5 page 77 peut-elle étre bijective ?

2. Sidim E=dim F et siu € L(E,F) alors u est-elle bijective ¢
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Définition 3.15 St Im u est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F', on appelle rang de u
I’entier naturel, noté rg u, égal a la dimension de Im wu.

On a:

rgu = dim Im u.

Exemple 3.16 Cualculer le rang de p, définie au 7) de l'exemple 3.5 page 77.
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Remarque : Si E est de dimension finie, si (e, e, -+, €,) est une base de E et si u est une appli-
cation linéaire sur E alors la famille (u(e;), u(ez), -+, u(e,)) est une famille génératrice de Im u qui

est donc de dimension finie.

Théoréme 3.17 (Théoréme du rang) Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur K, avec E de

dimension finie et w € L(E, F). On a :
dim E = dim Keru + dim Imu.

Démonstration
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Corollaire 3.18 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K, de méme dimension finie égale a n,

etw € L(E,F). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) u est bijective

[\

3
4

u est surjective

)
) wu est injective
)
)

rgu =n

Démonstration
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Remarque : Faire attention aux hypothéses!

3.1.4 Composition

Propriété 3.19 Soient E, F et G trois espaces vectoriels sur K. On considére u € L(E, F) et
veLFG). Alorsvou € L(E,G).

Démonstration

Dans le cas particulier ot £ = F = G on définit par récurrence ’endomorphisme u™ pour tout

n € N par v’ = idg et v = u" ! ouw.
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Propriété 3.20 (L(E),+,0) est un anneau unitaire non commutatif et non intégre.

Démonstration

D’apreés le théoréeme 3.4, (L(E), +,.) est un espace vectoriel sur K donc en particulier, (L(E), +)

est un groupe commutatif.

La loi o est interne (cf prop 3.19), elle est associative, elle admet un neutre (I’application identité)

et elle est distributive par rapport a + puisque V z € E,V (u,v,w) € (L(E))3,

(wo (v+w))(z) =u((v+w)(z) = ulv(r)+w())
= u(v(z)) +u(w(zr)) car u est linéaire

= (uov)(x) + (uow)(x)

done (uo (v+w)) =uov+uow et (L(E),+,0) est un anneau unitaire.

Considérons les deux applications linéaires de L(R?) définies pour tout (z,y) dans R? par

[, y) = (y,y) et g(z,y) = (x,0).

Alors, pour tout (z,y) dans R? on a

(fog)z,y) = flg(x,y)) = f(x,0) = (0,0)

et
(go )z, y) =g(f(z,y) = g9(y,y) = (y,0).

(L(E),+,0) n'est pas commutatif car fog # go f et (L(E),+,0) n’est pas intégre car fog est égale

a ’application nulle alors que ni f ni g n’est égale a 'application nulle. o

85



3.2 Matrices d’applications linéaires

Soient F et F' des espaces vectoriels sur K de dimension finie tels que dim £ = n et dim F = p.

Soient £ = (ey, eq, -+, €,) une base de E et F = (fi, fa, - -, fp) une base de F.

Soit enfin u € L(E, F).

3.2.1 Définitions

Propriété 3.21 Toute application linéaire u de L(E, F) est caractérisée par la donnée des images

par u des vecteurs d’une base de E.

Démonstration

Définition 3.22 Soit u € L(E, F) telle que pour tout j € {1,2,---,n}
P
u(e;) = Z@ijfi = ai;f1+agfo+ -+ apifp
i=1

On appelle matrice de u relativement auz bases £ et F, la matrice A définie par :
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ayp Q12 cee Qyy ... QAp

21 Q922 <o Qyj ... Qop

A= = Mat (u,&,F) € M, (K).
;1 ;9 cee Qg N ¢
apr  Ap2 Apj Qpn

Remarque : Lorsque E = F et si on ne considére qu’une seule base € de F on notera A = Mat (u, &).
Exemple 3.23

1. Soit p € L(R* R3) telle que ¥V (x,y) € R?, ¢(z,y) = (z — y,3y,z + y).

Ecrire la matrice de @ par rapport auz bases canoniques de R? et de R3.

2. Ecrire, par rapport a la base canonique de Ry[x], la matrice de 1) : Rylx] — Rolz| telle que

(V P eRylz]) (¥(P)=P).
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3. Ecrire, par rapport a la base canonique de R?, la matrice de u € L(R?) telle que

(V2 eR?) (u(z)=az) avec a € R.

4. Ecrire la matrice de la rotation d’angle 0 par rapport a la base canonique de R2.

3.2.2 Opérations

Soient GG un espace vectoriel sur K de dimension finie égale & m et G = (g1, g2, - -, gm) une base de
G. Soient u et v deux applications linéaires de L(E, F') et w dans L(F,G) .
On notera A = Mat (u, &, F), B = Mat (v,&,F) et C' = Mat (w,F,G). On vérifie facilement que

1. A+ B=Mat (u+v,&,F).

2. VA € K, A\.A=Mat (\ .u,E,F).
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3. CA=Mat (wou,é&,G).

Remarque : Ceci justifie a posteriori la définition de la somme et de la loi externe de 'espace des

matrices ainsi que le produit de deux matrices.

Théoréme 3.24 Les bases de E et F' étant choisies, a toute matrice A de M, (K) il correspond

une et une seule application linéaire u de E vers F telle que A = Mat (u,&,F).

Démonstration

Soit

¢:L(E,F) — My, (K)
u +— A= (a;) telle que A=Mat (u,&,F).

Les coefficients de la matrice A sont définis par
p
Vi€ {12, n} uley) =Y aifi = ayfi+asifot -+ apfy
i=1

1. ¢ est linéaire.

2. ¢ est injective.
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3. ¢ est surjective.

Corollaire 3.25 Si E et F' sont de dimension finie, respectivement égale a n et p alors L(E, F) est

de dimension finie et dim L(E, F) = pn.

Démonstration

Proposition 3.26 Soit u € L(E, F') avec dim E = dim F = n.
On note € une base de E, F une base de F' et A= Mat (u,E,F) € M, (K).

A est inversible <= wu est bijectif.

Dans ce cas, linverse de A est la matrice de u™' par rapport aux bases F et &.
(Mat (u,&,F))™" = Mat (u™', F,E).

Démonstration
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3.2.3 Ecriture matricielle de I'image d’un vecteur par une application
linéaire
Rappelons que u € L(E, F'), que € = (e1, e, - -, €,) est une base de E et F = (f1, fa, -+ -, fp) une
base F. Notons A = (a;;) = Mat (u,&,F) .

Soient © € E et y = u(z) € F. Notons (x1,%s,- -+, x,) les coordonnées de x dans la base & et

(y1,Y2, - -, Yp) les coordonnées de y dans la base F.

Nous avons
y=u(r)=u (Z xjej> = iju(ej). (3.1)
j=1 j=1

Essayons de représenter matriciellement cette relation. Nous avons déja dit que ’on pouvait représen-
ter un vecteur par une matrice colonne. Notons X et Y les matrices colonnes associées aux vecteurs

x et y. Nous avons

L1 Y1
T2 Y2
X =Mat (z,8) = | et Y =Mat (y,F) =
Lk Yk
T Yp
p
Pour tout j € {1,2,---,n}, u(e;) = Z&"j fi et si nous notons Y; la matrice colonne représentant

=1
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le vecteur u(e;) dans la base F, nous avons

Y; = Mat (u(e;), F)

Dans ces conditions, 1’égalité 3.1 devient

3

Ce qui donne

a1

9211

3

Q11

ap1T7

aii

a21

a2

a22

(075)

a1
21
+ i)
Qg1
ap1
129 +
999 +
arpaTo +
Ap2X2 +
alj
(lgj
aij
Apj
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a2

a22

Qg2

alj

(lgj

ak]’

Dj

A1nTn

2nTn

AnTn

Apn Ly,

A1n

A2p,

A1n

A2p,

Qkn

X1

X2

T

AX.



Exemple 3.27 Utiliser la matrice de [application ¢ de Uexemple 3.23 pour calculer ¢(x,y) et
30(57 _3)

3.2.4 Changement de base

Rappelons que v € L(E, F), que £ = (e, €2, -, €,) est une base de E et F = (f1, fo, -, fp)
une base F. Notons A = (a;;) = Mat (u,&,F) . Notons £ = (€], €, - - -, €],) une nouvelle base de F,
F'=(f1, f3,-++, [;) une nouvelle base de F' et A" = Mat (u,&’, F').

Nous cherchons une éventuelle relation entre les matrices A et A’.

Matrices de passage

On s’intéresse pour commencer & ce qui se passe dans F.

Soit z un vecteur de E. Notons (x1,zs,---,x,) ses coordonnées dans la base £ et X la matrice
colonne associée a ces coordonnées. Notons de la méme maniére (z), 25, -+, x)) les coordonnées de
x dans la nouvelle base £ et X' la matrice colonne associée & ces nouvelles coordonnées.

La question est de savoir quel lien existe entre les matrices X et X'.

Pour tout j € {1,2,---,n}, il existe (p1;,paj, -+, Pnj) € K™ tel que

n
/ 2 :
€j = Dij€i.
=1

93



Soit idg I'application linéaire définie de £/, muni de la base &', vers E, muni de la base £ telle que

idg : (E, &) — (EE)
x:Zx;eg — x:inei
i=1 i=1

n
6/' — 6/. — E pe
7 7 17+
i=1

Soit P la matrice de cette application linéaire. Alors P s’écrit

P11 Pi2 ce P1j cee Pin
P21 P22 ce P2; cee DPan
P =
Pi1 Pi2 e Dij e Din
Pn1 Pn2 s Pnj s Pnn
et on obtient
X =PX'.

P s’appelle la matrice de passage entre 'ancienne base £ et la nouvelle base £’, on la note Pggr. Clest

la matrice de I'application idg relativement aux bases £ et & :
Peer = Mat (idg, £, ).
Propriété 3.28 La matrice Pegr est inversible et
P = Pe.

Démonstration
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Exemple 3.29 Donner la matrice de passage entre les bases € et £ de R? ou € est la base canonique
de R? et ou
¢) = (1,1,0), e, = (0,0,1) et e;=(1,—1,-2).

Calculer son inverse.

Formule pour les matrices d’applications linéaires

Si A = Mat (u, &, F) alors

A'=Mat (u,&',F') = Pzy, A Pegr. (3.2)

Démonstration

95



Exemple 3.30

1. Ecrire la matrice de ['application ¢ de l'exemple 3.5 page 77 relativement aux bases

E' = (e, eh) et F'' = (f1, f5, [4) de R? et R® respectivement, définies par

el =(2,1), ey =(3,2), fi=1(1,1,0), f3=1(0,0,1) et f5=(1,-1,-2).

2. Soit ® un endomorphisme de R? dont la matrice relativement ¢ la base canonique est

7 —12
B = = Mat (®,€).
4 -7

Ecrire la matrice de ® relativement a la base £ = (e}, e}) avec €} = (2,1), € = (3,2).
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3.2.5 Matrices semblables, matrices équivalentes

Définition 3.31 On définit deux relations binaires sur les matrices

V(A, B) € M,,,(K)?, A et B sont équivalentes < (3(Q, P) € (GL,(K) x GL,(K)))(B=Q™ " A P).
V(A,B) € M, (K)?*, A et B sont semblables < (IP € GL,(K))(B= P! A P).

Proposition 3.32 Ces deux relations sont des relations d’équivalence sur l’ensemble des matrices.

Démonstration Pour tout (A4, B) € M,,(K)?, notons ARB la relation "A et B sont équivalentes".
Comme la relation "semblable a" est un cas particulier de "équivalente a", il suffit de montrer que
R est une relation d’équivalence. C’est le cas car R est :
- réflexive : VA € My, (K), 3(I,, I,) inversibles telles que A = I'AI, donc ARA.
- transitive : soit (A4, B,C) € M,,(K)? tel que ARB et BRC.
Alors 3(P, P5) € GL,(K)?, 3(Q1,Q2) € GL,(K)? tels que B = Q;'AP, et C = Q;'BP;.
Ainsi
C=Qy'Q"AP,Py, = (Q1Q) *A(P ) avec Q1Qs € GL,(K) et PPy € GL,(K).
Donc ARC.
- symétrique : soit (A4, B) € M,,(K)? tel que ARB. Alors 3P € GL,(K), 3Q € GL,(K) tels
que B=Q 'AP.Donc A= (Q ") 'BP tavec P! € GL,(K) et Q' € GL,(K), d'ou BRA.

o

Exemple 3.33 Awvec les notations précédentes,
1. Siue L(E,F), A= Mat (u,E,F) et A’ = Mat (u,E', F') alors A et A’ sont équivalentes.

2. Sive L(E), B= Mat (v,€) et B = Mat (u,&") alors B et B’ sont semblables.

Proposition 3.34 Soient A et B dans M,,(K). Si A et B sont semblables, alors Tr A= Tr B.
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3.2.6 Rang d’une matrice

Soit A une matrice de M,,,(K') dont les colonnes sont identifiées & n vecteurs Cy, Cs, ..., C,, de K.

ai a12 e ayj e Q1np (57

a921 a9 c. A2 c. (057 a9
Si A= alorsVj e {1,2,---,n},C; =

;1 ;9 Ce [ e (077 [

ap1 Qp2 c. Qpj c. Apn, Qpj

Définition 3.35 On appelle rang de la matrice A le réel, noté rg (A), égal a la dimension de

Vect (Cy,Cy, ..., Cy), c’est-a-dire a la dimension de ’espace engendré par les colonnes de A. On note
rg A = dim Vect (Cy,Cy,...,C).
Propriété 3.36 Si A € M,,(K) alors
rg A < min(p,n).

Démonstration

Exemple 3.37 Calculer le rang des matrices

1 1 1 1 0 2
A=11 1 1 et B=10 1 2
1 1 1 1 0 2
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Proposition 3.38 Deux matrices équivalentes (respectivement semblables) ont le méme rang.

En particulier, siu € L(E, F) et si A= Mat (u,&,F). Alors
rgu=rg A
et cela ne dépend pas des bases choisies.

Démonstration Soit (A, B) € M,,(K)? deux matrices équivalentes. Alors, il existe P € GL,(K)
et Q € GL,(K) tels que B=Q 'AP ().

Soient u, g et h trois applications linéaires telles que A = Mat(u, &, F), P = Mat(g, ) et
@ = Mat(h, F). Comme P est inversible, g est bijective et si 'on pose & = (g(e1), ..., g(en)), E est
une base de E. Ainsi, P est la matrice de passage entre les bases £ et £'.

De méme, Q) = Prz avec F' = (h(f1),..., h(fp)).

Ainsi, on reconnait dans (x) la formule de changement de base pour les applications linéaires et on
peut écrire que B = Mat(u, &', F'). Ainsi, les colonnes Ay, --- A, de A (respectivement les colonnes
By, - -+ B, de B) représentent pour tout i € {1,2,---,n} les u(e;) (respectivement les u(e})).

Par suite

/
n

rg B = dimVect(By, ..., B,) = dimVect(u(e)), ...,u(e),)) = dim Imu = rg u,

= dimVect(u(ey),...,u(e,)) = dimVect(Ay, ..., A,) =1g A,

ce qui démontre au passage que le rang d’une application linéaire est égal au rang de la matrice de

cette application linéaire dans des bases quelconques. o
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Proposition 3.39 Soit A une matrice de M,,(K). Si r¢9 A =1 alors A est équivalente 4 B ou

[7“ Or n—r
B = ’
Op—r,r Op—r,n—r
Démonstration

Propriété 3.40 Soit A une matrice de M, (K), on a

rg "A=rg A.

Démonstration
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Conséquence :

Si Ly, Lo, - -+ L, sont les lignes de A,

rg A

dim Vect (Lla LQ,

Théoréme 3.41 (Caractérisation des matrices inversibles)

A est inversible.

YA est inversible.

3B € M, (K),AB = I,.
iB' e M, (K),B'A=1,.

Les colonnes de A sont libres.

Les lignes de A sont libres.
g A =n
rg A =n
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3.3 Test d’auto-évaluation

3.3.1 Applications linéaires

Soient F et F' deux espaces vectoriels et u une application de E vers F.

Question 1. Que signifie u est une application linéaire de F vers F'7

Question 2. Qu’est ce qu'un endomorphisme de E 7

Question 3. Comment montrer que u est linéaire ?

Question 4. Donner trois conditions suffisantes pour que u ne soit pas linéaire.
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3.3.2 Noyau, image et rang

Soient F et F' deux espaces vectoriels et u une application linéaire de E vers F.

Question 5. Donner le nom, la définition et la principale propriété de Ker wu.

Question 6. Comment déterminer le noyau d’une application linéaire ?

Question 7. Donner le nom, la définition et la principale propriété de Im w.

Question 8. Comment déterminer I’ensemble image d’une application linéaire ?

Question 9. Caractériser les applications linéaires injectives et/ ou surjectives avec le noyau et/ou

I'image de u.
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Pour les deux prochaines questions, on suppose que E est de dimension finie. Soit £ = (e, ez, -, €,)

une base de E.

Question 10. Donner une famille génératrice de Im wu.

Question 11. Donner la définition du rang de wu.

3.3.3 Théoréme du rang et conséquences

Question 12. Enoncer le théoréme du rang (ne pas oublier les hypothéses!).

Question 13. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et u € L(F, F'). On suppose
que dim F = dim F.
Donner trois conditions nécessaires et suffisantes pour que u soit bijective.

105



3.3.4 Matrice d’une application linéaire

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et u € L(E, F').
Soient £ = (e, e2,---,¢€,) et & = (e}, ¢h,---,¢)) deux bases de E. Soient F = (fy, fo, -+, f,) et
F'=(f1, fs,--+, [,;) deux bases de F'.

Question 14. Comment écrire la matrice de u dans les bases &£ et F.

Question 15. Soient A = Mat (u, &, F), X la matrice colonne des coordonnées dans la base £ d’un
vecteur x dans E et Y la matrice colonne des coordonnées dans la base F de u(x). Comment calculer

matriciellement u(z)?

Question 16. On suppose que dim E = dim F. Comment montrer matriciellement que u est bijec-

tive ?

Question 17. Comment écrire la matrice de passage entre 'ancienne base £ et la nouvelle base £’ 7

Question 18. Comment écrire 'inverse de la matrice de passage entre ’ancienne base £ et la nouvelle

base &7
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Question 19. Soient A = Mat (u, &, F), A = Mat (u, &', F'), P = Pegr et Q = Prp. Donner la

relation liant ces 4 matrices.

Question 20. Donner le diagramme permettant de retrouver cette relation.

Question 21. Donner deux définitions équivalentes du rang d’une matrice et expliquer pourquoi ces

deux définitions coincident.

Question 22. Soit A = Mat (u, &, F). Donner le lien qui existe entre rg A et rg u.
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Question 23. Soit A = Mat (u, &, F). Comment, en examinant la matrice A, peut-on trouver rg u

et des vecteurs de Ker w. Comment savoir si nous avons trouvé tous les vecteurs de Ker w.
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Chapitre 4

Déterminant

4.1 Introduction

Un des buts de ce chapitre est de définir une application qui, a n vecteurs Vi, Vs, ---,V,, de R™,
associe le “volume orienté” du parallélépipéde défini par ces vecteurs. Soit ¢ une telle application.
Quelles propriétés peut-on exiger de ¢ ?

Vie{l,2,---,n}, YA€ K, YV}, Vo, -+ Vi, W;, Visq, -+, Vi, n+ 1 vecteurs de E :

Lo o(Vi, Vo, oo Vit AW, Vo) = (Vi Vay -+ Vi Vi) 4+ Ap(Vi, Vay - -+ Wiy, V).

L’application ¢ est donc linéaire par rapport a chacune de ces variables.
On dit qu’elle est n— linéaire.

2. 90(‘/17‘/277‘/;77‘/3,,‘/71):081%:‘/3

La premiére propriété est naturelle. Elle exprime 'additivité de deux volumes disjoints et le fait que
la multiplication d’'une aréte par un scalaire doit multiplier le volume par ce scalaire. La deuxiéme

nous dit simplement qu’un volume “plat” est nul.

Il découle immeédiatement de ces propriétés I'égalité suivante :

@(%7‘/27"'7%7'"7‘/’i7"'7vn):_(;0(‘/17‘/27"'7%7"'7%7"'7‘/71)‘ (41)
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En effet, puisque ¢ est n-linéaire et vérifie la propriété 2) on a, pour i =1 et j = 2,

0=p(Vi+Vo,Vi+ Vo, V5,..., V) = o(Vi,Vi+Va, Vs, Vi) + o(Vo, Vi + V3, V3, ..., Vy)

= 90(‘/17‘/17‘/377‘/71) + 90(‘/17‘/27‘/377‘/71)

+ o(Va, Vi, Vs, s Vo) + o(Va, Vo, Vs, V)

= 90(‘/17‘/27‘/})7‘“7‘/71) + 90(‘/27‘/17‘/})7‘“7‘/71)‘

Ainsi o(Va, Vi, Vas ooy V) = — (Vi Va, Vi, oo Vo).

Pour 7 et j quelconques, on procéde de la méme facon, en partant de
SO(VYla"'?V;—la‘/i+V}7‘/i+17'”7‘/}—17‘/;+‘/j7‘/}+17"'7vn) =0.

Une telle application est dite n—linéaire alternée.

4.2 Déterminant de n vecteurs

4.2.1 Cas particulier : n =2

Soit €& = (eq, e2) une base de E un espace vectoriel de dimension 2. Soient U et V' deux vecteurs

de E. Soit p(U, V), laire "orientée" du parallélogramme défini par les vecteurs U et V.

Si p(eq,e2) # 0, on appelle déterminant de U et V le scalaire défini par

dete (U, V) = %.

Proposition 4.1 Soient U,V et W trois vecteurs de E.
1. detg(eq,eq) = 1.
2. (U, V) libre <= detg(U, V') # 0.
3. Pour tous réels « et 3, delg(aU, V) = a dete (U, V) et detg(U, V) = [ dete(U, V).
4. dete(U,V + W) = detg(U, V) + dete (U, W) et detg(U + W, V) = dets (U, V) + detg(W, V).

. detg(V, U) = —d@tg(U, V)
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Démonstration
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Uy v

Posons U = uje; + ugeg et V= vyeq + vaes. Montrer que dete(U, V) = = UVy — UV].

Uz V2

4.2.2 Cas particulier : n =3

Soit £ = (ey, ez, e3) une base de F un espace vectoriel de dimension 3. Soient U,V et W trois
vecteurs de E. Soit (U, V, W), le volume "orienté" du parallélépipéde défini par les vecteurs U, V et
W (figure 4.1).

FIGURE 4.1 — volume “orienté” du parallélépipéde défini par les vecteurs U,V et W.

Si p(eq,e2,e3) # 0, on appelle déterminant de U,V et W le scalaire défini par
p(U, VW)

dete (U, V, W) = .
80(617 €2, 63)
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Proposition 4.2 Soient U,V et W trois vecteurs de E.
1. detg(eq, ez, e3) = 1.
2. (U, V,W) libre <= dete(U,V, W) # 0.
3. detg est une forme 3-linéaire alternée.

4. dete(V,U,W) = —detg (U, V,W) et dete(V,W,U) = dete(U, V,W).
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Posons U = ujeq + uses + uzez, V= vie; + vaes + v3ez et W = wieq + woey + wses.
Uy U1 0

Montrer que detg (U, V,e3) = |us vy 0| = ujvg — ugvy.

us Vs 1

(51 0 w1 1 V1 Wy

De méme, on montre que |us 1 ws| = ujws —uswy et |0 vy  we | = vows — v3ws.

Uus 0 w3 0 V3 W3

Au final, si on pose U = ujeq +uses +uses,V = vie; +vges+v3e3 et W = wie; +woes +wses, montrer
Uy Y1 W

que detg(U, V,W) = |uy vy wy| = ujvaws + Ug3wy + UzVjWy — UV W3 — U U3We — UzVaW] .

u3 vz ws

116



4.2.3 Cas général

Soient E, un espace vectoriel de dimension n sur le corps K et & = (e, eq, -+, €,) une base de E.

Théoréme 4.3 L’ensemble des formes n— linéaires alternées sur E a une structure d’espace vectoriel

sur K, sa dimension est égale a 1.

La démonstration de ce théoréme est 1’'objet du paragraphe suivant.

Toutes les formes n— linéaires alternées sur EF sont donc colinéaires et sont entiérement détermi-

nées par leur valeur en (eq, eq,- -, e,). Ainsi, si ¢ et 1 sont deux formes n— linéaires alternées sur F

telles que ¢(eq, e, -+, e,) # 0 et ey, ea, -+, €,) # 0 alors il existe un scalaire A tel que pour tout

(Vi, Vo, Vs, ..., V) € E™,
¢(‘/17‘/277Vn) :)\w(‘/la‘/%avn)

ple, €2,

En particulier ¢(ey, ea, -+, e,) = M(eq, e, -, e,) dout A =

Par suite, pour tout (Vy, V5, V3, ..., V,,) € E™,

¢(‘/17‘/277Vn> w(‘/h‘/%avn)

¢(€17€27”'76n) B 77Z)(€17€27”'76n) .

On peut alors définir le déterminant de n vecteurs en dimension n.
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Définition 4.4 Soit ¢, une forme n— linéaire alternée sur E telle que @(ej,es,---,e,) # 0. On

appelle déterminant des vecteurs Vi, Vo, -+ V,, par rapport a la base € = (eq,eq,- -, €,) le scalaire
Vi ) 1% y Ty Vn
dets (Vi, Vi o+, V) = 2012 )
90(617 €2, ", en)

Ce nombre ne dépend que de (V1,Va,---,V,,) et de la base (e, e, -+, e,) choisie dans E (et pas de
Uapplication ¢ ).

En d’autres termes, detg est LA forme n-linéaire alternée telle que dete(eq, es, ...,e,) = 1.
Comme dans les cas n = 2 et n = 3, le déterminant caractérise les familles libres.

Théoréme 4.5 Pour tout (Vi,Vs,...,V,,) € E" on a
Vi, Vo, .., Vy) libre <= dete(V1, Vo, ..., V,,) # 0.
Nous démontrerons dans le paragraphe suivant un résultat plus général.

Théoréme 4.6 Soit p une forme n-linéaire alternée non nulle sur E. On a :
v(Wi, Vo, .., V,) € E" Vi, Vo, .., Vi) libre <= @o(V1, Vo, ..., V,,) # 0] .

Il suffit ensuite d’appliquer ce théoréme a l’application detgs (une forme n-linéaire alternée non

nulle puisque detg(ey, e, ..., €,) = 1), pour obtenir le théoréme 4.5.

4.3 Démonstration des théorémes 4.3 et 4.6

4.3.1 Permutations et transpositions

Soit 'ensemble J = {1,2,...,n}. On considére S,, I'ensemble des bijections de J dans lui-méme.

Les éléments de .S, sont appelés des permutations.

(Sp,0) est un groupe non commutatif, on 'appelle le groupe symétrique.

1 , -+, n

ol) , -+, o)

Une permutation o sera notée o =

Remarque : Card(S,,) =n!
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Définition 4.7 Un transposition est une permutation qui échange deux €léments et laisse les autres
invariants. St T est une transposition, il est clair que T o T = id;. On notera 7;; la transposition qui

échange 1 et j.

Par la suite, afin d’alléger les notations, on omettra le signe o de la composition. Ainsi, pour toutes

permutations o, 7 de S, la composition 7 o ¢ sera notée 7o.

Théoréme 4.8 Toute permutation o de S, peut s’écrire sous forme produit de composition de trans-

positions.

Démonstration

On raisonne par récurrence sur n.

Initialisation : Lorsque n = 1, cela n’a pas beaucoup d’intérét. Soit donc n = 2. Sy = {id,, 72},

T12 est une transposition et T97o = id;.

Hypothése de Récurrence : Toute permutation de S, _; s’écrit comme le produit de transpositions.

Rang n : Soit ¢ une permutation de S,,.
— Si o(n) = n, alors o est en fait une permutation de S,,_; donc, par hypothése de récurrence, o
se décompose en produit de transpositions.
— Sio(n) =p#n, alors on étudie ¢’ = 7,,0. Par construction, nous avons
o'(n) = n, donc ¢/ € S, et par hypothése de récurrence, il existe des transpositions
, . .
T1, T2, -+, Tg telles que o' = 779 - - - 73, Par suite, comme 7,7, = id,

O = TpnTiT2 - -~ T, ce qui termine la preuve du théoréme.

Exemple 4.9 0 = = T12T15T13T14 = T24T25T127137T147T15-

Remarque : Comme on le voit, la décomposition n’est pas unique.
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4.3.2 Signature
Définition 4.10 Soit o une permutation de S,. On appelle signature de o le nombre égal a +1 ou

Hszgn( . _;7)(]))) |

i#]

ot la fonction sign est définie par sign(x) = +1 si x > 0 et sign(x) = —1 si x < 0. Précisons une

-1 défini par

fois pour toutes que le produit porte sur les sous-ensembles {i,j} aveci # j (il y a donc C? termes).

1, 2, 3 4, 5
Exemple 4.11 Calculer la signature de la permutation o de Sy définie par : o =
4,1, 5, 3, 2
Réponse : (o) = 1.
Propriété 4.12 1. V (01,09) € S2, e(0102) = &(0y) €(02).
2.¥o € S, elc!)=¢(0).
Démonstration
e(g109) = Hsign ((0102(0 — <.7102(J)))
o t—]
i#]
_ Hsign ((0102@ - ‘7102(‘7’))‘02(2')' - 72(j)) '
oy 02(1) — 02(j) t=J
Comme sign(xy) = sign(x)sign(y), on obtient :
e(o109) = Hszgn (0102(2) — 0102(])) sign (02(1) — 0,2(]))
i 02(i) — 02(J) t=J
_ szgn (0102(1) alo?(j)) Hsign (02(1) — 0.2(‘7))
i 72i) = o29) /) B
= &(o1)e(o2).
En conséquence £(co™!) = g(id) = +1 = e(0)e(o™1). 1l s’ensuit que e(o) = (o™ 1). o

Définition 4.13 La permutation est dite paire si sa signature vaut +1, elle est dite impaire si sa

signature vaut —1.

Proposition 4.14 Les transpositions sont des permutations impaires.
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Démonstration

Soit 7;; une transposition. On a 7;; = 71;79;T12T2;T1;. Puisque €(7;)e(71;) = 1, on obtient :

e(7i;) = e(71)e(To;)e(mi2)e(To5)e (i) = (m12) = —1.

On en déduit immédiatement le théoréme suivant :

Théoréme 4.15 Dans la décomposition d’une permutation en produit de transpositions, la parité
du nombre des transpositions est fize. St k est le nombre de transpositions, alors la signature de la

permutation est (—1)F.

Démonstration

Sio=m -7 alors (o) = (—1).

4.3.3 Propriété des formes n— linéaires alternées

Avec les notations du paragraphe précédent nous obtenons :

Théoréme 4.16 Soient o € S, et v une forme n— linéaire alternée. Pour tout (Vy,Va, ..., V,) € E™,

nous avons

@(Va(l)a T Va(n)) = 5(0)90(‘/17 T Vn)‘

Démonstration

Etape 1 : Si o est la transposition 7;;, alors (cf relation (4.1)) on a vu que
0(Vi, Vo, -, Voo Vi oo Vi) = —(Vi, Voo Vi oo Vi V).,

Ce qui s’écrit aussi ©(Vr, 1y, - Vo (i)s -0 Vs G)s s Vey ) = €(Ti5) @(Vi, oo, Vi oo, Vi o, V).

Etape 2 : ¢ € S,,. Ainsi ¢ peut se décomposer en produit de transpositions :

0 = TT9...T,.
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On a les égalités suivantes :

(P(Va(l)a Vo’(2)7 sy Va(n)) = SO(VnTg...TT(l)a VT172...TT(2)7 ) VT1T2...TT(n))
= e(Vari(raore)s Vrr(raore(@)s s Vis(raore(n)))
= (1) @ Vr(rsmn (1)) Vaa(raorr(2)) s -5 Vea (st (n)))

= e(m)e(12) @(Vry(reomr(1))s Vas(rarr(2)) s s Ves(raon(n)))

= 8(7’1)6(7’2)"'5(7—7’) 90(‘/17‘/2”‘/”)
= (=) o(Vi,Va, ..., Vp)

= ¢e(o) p(V1,Va, .., Vp).

4.3.4 Démonstration du théoréme 4.3

Notons A, (E), 'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E. Il s’agit donc de montrer que

A, (E) est un espace vectoriel sur K et que sa dimension est égale a 1.

1. C’est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des applications de E™ dans K :
— Il est non vide puisqu’il contient ’application nulle de E™ dans K.

— On vérifie facilement la stabilité pour 'addition et la loi externe des applications.

2. Soit £ = (ey, €9, ..., €,) une base de E. Soient Vi, Vs, ..., V,, n vecteurs de E.

Vje{l,2,..,n} onnote V; = Zaij €.
i=1

SiV={Vi,Va,---,V,}, on note A la matrice formée par les coefficients a;; définis ci-dessus.
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ai Q12 cee A1n—1 A1n
a21 Q22 ce A2n—1 A2n,
vV _
AY = Qg Qin
Ap—11 QAp-12 ce Ap—1n—1 Ap—1n
an1 an2 o Ann—1 Ann

Soit ¢ une forme n-linéaire alternée quelconque sur F.

On a les égalités suivantes :

n n n n
e(Vi, Vo, V) = @(E a1 €;, E a2 €;, E a;3 €;..., E Qi €;)
i1 i1 i—1 i—1
n n n n
= E ;1 (p(eia E Qj2 €, E ;3 €;..., E Qin €i)
i1 =1 i1 i1

n n n n
= E E ;1 Clj290(€z‘a€ja E a;3 €;..., E Qip, €z‘)
i=1 i=1

i=1 j=1
n n
Y2 alternée = = E (75} ajgcp(ei,ej, E a;3 €;..., E Qin 61‘)
1<i#j<n i=1 i=1

= E aillaiﬂ...ainnw(eil, €igy ooey €in)
1<i1 409, in<n

les ij tous distincts

= Z aa(l)laa(2)2‘“aa(n)n(p(ea(l)7 €o(2)s s ea(n))
oESy

= Z a0(1)1a0(2)2"‘aa(n)ng(a)@(ela €2, -y en)
0E€Sh

= (p(el, €2, ..., en) Z 6(0) ag(l)laa(g)g...aa(n)n.
O'ESn

On note

A(‘/Ia ‘/27 E) Vn) - Z 5(0) A5(1)100(2)2-+-Ao(n)n -

oESy

Montrons que A est une forme n-linéaire alternée non nulle sur F.
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— L’application A n’est pas nulle :

Siy= {61762: T en} alors AV = In et A(61:€27 "'7€TL) = L

Conséquence : La famille composée de 1'application A, notée (A), est une famille libre.

— L’application A est n-linéaire :

YV, Va, oo Viet, Viga,y oo, Vi) € E™1 posons :
vV e E7 @z(v) = A(‘/Ia ‘/27 ) ‘/;—17 ‘/7 ‘/'H—l? ST) Vn)
Alors YA € K, V(V/, V") € E?,

SOZ(‘/Z/ + )‘V;H) = A(‘/ly ‘/27 ceey ‘/'i—h V;/ + )‘V;”a ‘/'H—l? ceey Vn)

"

= ) (0) Qo102 Aoi-1)i-1 (@hpy + Al Ga(is)iet - Ao(un
O'GSn

= Z 5(0) aa(1)1aa(2)2---aa(z‘—l)z‘—la;(i)i@a(z‘+1)z‘+1---@a(n)n
O'GSn

+ )\degn 5(0) @a(l)laa(Z)Q-'-@a(i—l)i—lag(i)i@a(i-‘rl)i—i—l'-'aa(n)n

- A(‘/Yly‘/éw“a‘/i—hvglax/i—f—h‘“7Vn) + AA(‘/h‘/%"‘7%—17‘/;//7‘/'i+17"‘

= @i(V]) + 2 (V).

— L’application A est alternée.

Montrons pour commencer que A(Vy, Vi, V3, ..., V) = 0.
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A(‘/Iy ‘/17 ‘/E’n e Vn) = Z 5(0) U5(1)100(2)100(3)3-+-Ao(n)n

UESn

- E 5(0-7—12) Qori9(1)1A07112(2)1%0712(3)3 - Aori2(n)n
UESn

- Z 5(0)5(7—12) Aor15(1)180712(2)1%6712(3)3 - Qo2 (n)n
UESn

- = Z 5(0) 05(2)100(1)105(3)3 Ao (n)n
o€Sn

- - A(‘/Iy‘/hvz‘bavn)
Par suite,

A(‘/la Vvla Véa EE) Vn) = 0.

Cas général :

A(‘/h'”7%—17%7%-{-17'"7‘/}—17‘67‘/}-1—17”'7‘/71)

= E 8(0'7-1‘]'> Uo7 (N1 or;;(2)2 *° " Qorii(3)i °* Qorj(5)ie Qo (n)n
O'GSn

et on termine comme dans le cas particulier. Ainsi,

A(‘/ia"'7‘/2?17‘/;7‘/#&7"'7‘/}'*17‘/;7‘/}+17"'7Vn) = 07

et A est alternée.

Par suite, pour tout (Vi, Vs, V3, ..., V},,) dans E™,

SO(‘/lu ‘/27 ‘/37 sy Vn) = 90(617 €2,€3, ..., en)A(‘/Iy ‘/27 VE’)? ceey Vn)

(4.4)

Ainsi la famille (A) est génératrice de 'ensemble des formes n—linéaire alternée sur E, c’est

donc une base et I'espace est de dimension 1. Ceci établit le théoréme 4.3 et justifie la défini-

tion du déterminant de n vecteurs en dimension n. En particulier, a partir des égalités (4.3)

et (4.4) et de la défnition 4.4, on obtient la formule suivante.
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Proposition 4.17 Soient les vecteurs Vi, Vo, Vs, ..., V,, de E, dont les coordonnées dans la

base € sont pour tout j € {1,2,...,n},V; = Zaij e;. On a alors
i=1
(;0(‘/17‘/277‘/71)

90(617627 ) en)

detg(%a%a"'avn)
= AV, Vo, Vs, .., V) ( d’apres  (4.4))

= Z 8(0’) As(1)105(2)2---Ao(n)n ( d’aprés (4.3)).

gESy
4.3.5 Démonstration du théoréme 4.6

I faut donc démontrer que si ¢ est une forme n-linéaire alternée non nulle sur £ alors
Vi Varos Vo) € B [ (A, Va,s V) libre = @(A, Ve, Va) £0].

Démontrons la contraposée de I'implication <
Si la famille (V3, V5, ..., V},) est liée alors I'un au moins des V; est combinaison linéaire des autres V.

Supposons par exemple que V,, = MV +XVo+ ...+ X 1V,q,les \; € K, on a:

SO(‘/lu ‘/27 seey Vn) = (;0(‘/17 ‘/27 ceey Vn—la )‘1‘/1 + )\2‘/2 + ...+ )\n—lvn—l)
= )\1@(‘/1, ceny anla ‘/1) =+ )\2@(‘/1, ceny anla ‘/2) + ...+ An,1@(%, ceny anla anl)

= 0.

Démontrons 'implication =
Si la famille (V4, V5, ..., V,,) est libre dans E de dimension n, elle forme une base de F.
On sait que : det(y,) (V4,Va,...,V,) = 1, donc det(y,) n'est pas nulle.

Soit ¢ une forme n-linéaire alternée non nulle sur E.
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Les deux applications det(y;) et ¢ sont colinéaires et Ik € K*, ¢ = k det(y.

Ainsi, (Vi, V5, ..., V) = kdetw,) (Vi,Vo,...,V,) = k# 0.

4.4 Déterminant d’une matrice carrée

Dans tout ce paragraphe, on note & = (e, eg, -+, €,) une base de ’espace vectoriel E.

4.4.1 Deéfinition

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On note a;; les coefficients de A et Cy, Cy, ..., C,, les colonnes de

A.

Définition 4.18 On appelle déterminant de la matrice A le réel défini par :

detA = detg (01, 02, ceey On) = Z 6(0‘) ag(l)laa(g)g...aa(n)n,

oESH

la derniere expression découlant de la proposition 4.17.

Notation :
a11 Ce A1p a1q ce A1p
a921 ce (057 a921 ce (057
Si A= ' ' € M, (R) alors detA=| . leR
Ap—11 s Ap—1n Ap—11 s Ap—1n
QAp1 Ce Qpn QAp1 Ce Qpn

Exemple 4.19 Calculer le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n pour n = 2 puis n = 3. (cf

les cas particuliers en introduction de ce chapitre).

4.4.2 Propriétés

Proposition 4.20 Par définition, en notant I,, la matrice identité d’ordre n, on a det I, = 1.
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Proposition 4.21 L’application detest une forme n-linéaire alternée par rapport aux colonnes de A.

En conséquence :
1. Echanger 2 colonnes de la matrice A change le signe du déterminant.

2. Ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes ne modifie pas le détermi-

nant.

3. VAER, det(AA) = A\"detA.

Démonstration

Ces propriétés découlent immeédiatement du fait que le déterminant est une forme multilinéaire

alternée. o

Théoréme 4.22 Pour tout A € M,,(K), det'A = detA.

Démonstration
Soit A = (aij)ijef1,2,..n) Une matrice de M, (K).

Notons *A = (aj;)ijef1,..ny avec Y(i,j) € {1,2,...,n}* aj; = a. On a :

det A = Z £(0) Ar(1)16(2)2--Ao(n)n

O'GSn
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et
det'/A = " e(0) ayup o T

O'ESn

= Z 5(0) A15(1)A20(2) -+ -Ano(n)
oESH

= Z 5(0') As—1(1)105-1(2)2-+-A—1(n)n
oESH

= Z 5(0-_1) As-1(1)105=1(2)2-+-Ao—1(n)n
oESH

= Z £(0) o(1)106(2)2---Go(n)n

oESH

= detA.

Corollaire 4.23 Le déterminant de A est une forme n-linéaire par rapport aux lignes de A.

En conséquence :
1. Echanger 2 lignes de la matrice A change le signe du déterminant.

2. Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes ne modifie pas le déterminant.

1 2 3 4
1 1 1 1
Exemple 4.24 Soit A = . Calculer detA.
0 1 2 3
4 3 2 1

On a, en ajoutant la ligne 3 a la ligne 2,

1 2 3 4 1 2 3 4
1 1 1 1 1 2 3 4
detA = = = 0, puisque deux lignes sont égales.
0 1 2 3 01 2 3
4 3 2 1 4 3 2 1

Théoréme 4.25
V(A,B) € M,(K)?, detBA = detAB = detA x detB.
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Démonstration

Notons A= (A; Ay ... A,),ou A; correspond a la j™€ colonne de A. On a alors

BA=(BA, BA, ... BA,).

Soit g 'application suivante :

vp: My(K) — K
A — ¢p(A) = detBA.

On vérifie que g est n-linéaire alternée par rapport aux colonnes de A.

On sait que I\ € K, tel que pp = A det.

Or on a les égalités suivantes :
vp(I,) = det(BI,) = detB = det B detI,.
Ainsi on en déduit que A = detB. On a donc

detBA = detB detA = detA detB = detAB.

ATTENTION : En général, det(A + B) # detA + detB.
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Théoréme 4.26 Soit A une matrice de M, (K).

A inversible <= detA # 0.

1

De pl ;A est i ble, detA™' = ——.
e plus, s1 A est inversiole, ae JeiA

Démonstration
— Si A est inversible alors il existe A™! telle que AA™! = I,,. Donc

1 = detl, = det(AA™!) = det A detA™".

1
Par suite detA # 0 et detA™! = Tetd

— Si detA # 0 alors d’apreés le corollaire 4.5, les colonnes de A forment une famille libre et A est

inversible (cf chapitre 3).

Corollaire 4.27 Deux matrices semblables ont le méme déterminant.

Démonstration

Si A et B sont semblables, alors il existe une matrice inversible P telle que B = P~'AP. Donc

detB = det(P7'AP) = det(P~') detA detP = detA puisque det(P~!) detP = 1.

Conséquences : Soit u € L(E). On note A = Mat (u, &).

1. On peut définir le déterminant d’une application linéaire par detu = detA et cette définition

ne dépend pas de la base de £ choisie.

2. u bijective <= detu # 0.
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4.4.3 Calcul pratique

Lemme 4.28

Soit A une matrice dont la derniére colonne ne contient que des 0 et un 1 sur la derniére ligne. Alors

ai1 a2 ...  QAip—1 0

ai1 Q12 e Qip—1
21 G2 ... A2p—1 0

21 22 e Q2p1

detA = a;1 a;2 Ain—1 0 = = detDnna

;1 ;2 Ajn—1

Up-11 Gp-12 .. Gp_1p—1 0
ap-11 ap-12 -+ Qp—In—1

An1 An2 e Apn—1 1

ot D, est la matrice obtenue a partir de A en supprimant la ligne n et la colonne n.

Démonstration

Par définition,

detA = Z 6(0’) U5(1)100(2)2-+-Ao(n—1)n—1%c(n)n -
UESn

Etudions le coefficient a, ().
— Sio(n) # n alors aymy, =0
— Sio(n) =n alors sy, =1
et dans ces conditions,

detA = Z 6(0) Ag(1)100(2)2+--Ag(n—1)n—1-

oESn
o(n)=n

Soit ¢’ la restriction de o a {1,2,...,n — 1}. Ayant e(0) = £(0’), on obtient :

detA = Z 8(0',) QAo (1)1007(2)2-- Ao’ (n—1)n—1
o'€Sn_1
= detD,,.
ou ¢’ est la restriction de o a {1,2,....,n — 1}. o
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Lemme 4.29

Soit A une matrice dont la colonne j ne contient que des O et un 1 sur la ligne i. Alors

a1q a15-1 0 Q1541 QA1np

a1q a15-1 A1541 QA1p
j—11 - Qi—15-1 0 i—1541 -+ Qi—1n

j—11 - Ai—1j-1  @i—1j41 - Ai—1n
;1 Q51 1 Q541 (0779 it

= (=" aiy11 - Giy1j-1  Gig1j41 - Qigin |

iy11 - Giri—1 0 Qipijp1 o Qigan

Qp1 Apj—1 Apj41 Qpn
Qp1 Apj—1 0 Anjt1 Apn

N ~~ >
. ~- ~ detDl'j

detA

ot D;; est la matrice obtenue a partir de A en supprimant la ligne i et la colonne j.

Démonstration
a1 a15—-1 0 A1541 Q1n
Gi—11 o Gim1jo1 0 @141 . Gisip
detA = ;1 Q51 1 Aij41 (0779
ait11 aiy1j-1 0 @ipij41 0 Gigan
Qn1 Anj—1 0 Anj41 QAnp
aiq Q151 Q1541 Q1n 0
i-11 - Qi1j-1 Gi—1j41 - Gi1n O
— —j)+(n—1i
= (=)= D*tC=D g 00 @ip1jo1 Qiprjer e Gipan O
p1 Qpj—1 Qnj+1 QApn 0
(0751 aij,1 a/l'jJrl Qin 1

Chaque inversion de lignes ou colonnes change le signe du déterminant et on fait (n —j)+ (n —1)

inversions au total. De plus, (n — j) + (n —i) = 2n — (i + j) donc (n — j) + (n — i) et i + j ont la
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méme parité. Le lemme 4.28 permet ensuite de conclure :

a1 a15—-1 A1541 QA1p
o Q-1 e Gi—1j—1 Qi—1541 .- Qi—1n
detA = (—1)Z+j :detD”
@it11 - Aip1j—1 Qit1j4+1 - Qigln
an1 Qnj—1 Apj+1 Ann

Proposition 4.30 (Développement suivant une colonne)

Soit A = (aj)ijeq1,2,..ny € Mn(K),on a
detA = Z(—l)i—’—injaiju
i=1

ot A;; est le déterminant de la matrice A a laquelle on a enlevé la jeme ligne et la jéme colonne.

Démonstration
a1 Q151 ayj Q1541 Q1n
a921 A25—1 a2; A25+1 Qo
@j—11 - Aj—1j-1 Qj—15 Ai—1j41 - Gi—1n
A =
;1 Q51 [ Q541 (0779
Qi+11 -0 Giplj-1 @il Qiplj4+1 - Gitln
QAp1 anj—l anj anj—l—l Qpn

On considere la j*™€ colonne de A

Qa1; 1 0 0
Q2; 0 1 0
as; = a | O + az | 0 + .. 4+ ayi | O
(U j 0 0 1
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On sait que 'application det est linéaire par rapport aux colonnes de A. On a donc :

a1q A15-1 0 Q1541 A1p
21 251 0 2541 Qo
n
@Gi—11 - Gi—1j—1 0 Gi—yjp1 o Giip
detA = E [
i=1 (75} Qi1 1 Q541 Qin
iy11 o Gip1j—1 0 Gip1j41 o Gigin
Qp1 Qpj—1 0 Apj+1 Ann

Proposition 4.31 (Développement suivant une ligne)

Soit A = (aj)ijef1,2,..my € My(K). En développant swivant la ligne i, on obtient :
detA = Z(—l)”injaij.
j=1
Démonstration Cela découle du théoréme 4.22 puisque det’A = detA.

Théoréme 4.32 (Déterminant des matrices triangulaires supérieures)

Soit A une matrice triangulaire supérieure de M, (K) :

a1x Qa2 . A1n—1 Q1n

0 22 . A2n—1 A2n,

A= Q4 Ain
0 0 s Ap—1n-1 Ap—1n

0 0 o 0 Ann

Alors detA = Haii.

i=1
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Démonstration

11 suffit de développer successivement par rapport aux colonnes de A. o

Corollaire 4.33 (Cas des matrices diagonales)

Soit A = Diag (A1, Aa, -+ A\y) € My (K). Alors detA = H A

i=1
1 2

A
Exemple 4.34 Soit A= |1 X\ —1|. Calculer detA et préciser a quelles conditions sur A, la
2 2

A
matrice A est-elle inversible ¢

En retranchant la colonne 2 & la colonne 1 et en utilisant la linéarité par rapport a la premiére

colonne on obtient

A12 A—-1 1 2 1 1 2
detA=]1 A —1|=[1-X XA —1|=A—=1)]-1 A —1].
2 2 A 0 2 A 0 2 A

En ajoutant la ligne 1 a la ligne 2 et en développant par rapport a la premiére colonne on obtient

112
detA=(A=1)|0 A+1 1|=A=1)(=1)"*"x1x A—QH i = (A=D)[AA+1)=2] = (A=1)*(A\+2).
0 2 A

D’autre part,

A inversible <= detA #0 <= (A —12A+2)#0<=A#1 et \# 2.

4.5 Applications

1. Orientation d'un espace vectoriel.

Soient £ et £ deux bases de E, espace vectoriel de dimension finie sur K.

Définition 4.35 & et &' ont méme orientation si detPegr > 0, ot Pgger est la matrice de passage

de € a &'
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Remarques :

— Pegr est inversible donc det Pegr # 0.

— Sur I'ensemble des bases de E on définit une relation binaire “a méme orientation que”.
Cette relation binaire est une relation d’équivalence sur ’ensemble des bases de E.
Il y a deux classes d’équivalence. Orienter E c¢’est choisir 'une de ces deux classes et de quali-

fier ses bases de directes. Les bases de 'autre classe sont qualifiées d’inverses ou d’indirectes.

. Calcul de I'inverse d’une matrice.

Définition 4.36 Soit A une matrice de M,(K). On appelle comatrice de A ou matrice des
cofacteurs de A, la matrice de M,,(K), notée Com A, définie par :

Com A = ((=1)"7Ay)1<ij<n,

ot A;; est le déterminant de la matrice A a laquelle on a enlevé la jeme ligne et la jéme colonne.

La matrice 'Com A est appelée la matrice complémentaire de A.

Théoréme 4.37 VA € M,(K) (*Com A). A = A ("Com A) = detA I,.
Si A est inversible, on a

1
-1 t
A = —det Com A.

Démonstration
Notons A = (aij)1<ij<n, Com A = (bij)1<ij<n €t 'Com A = (¢ij)1<ij<n-
On sait que : V(7,7) € {1,2,...,n}?, by = (=1)"HA;;. Dot ¢;; = bj; = (—1)"A,.
Notons (*Com A) A = (dij)1<ij<n-

On a : V(Z,j) € {1,2, ...,n}Q,dij = Zcik&kj = Zak](—l)k“Am
k=1 k=1

n

Pour i =j,onad;; = Z(—l)k+j@ijkj-
k=1

On reconnait le développement du déterminant de A par rapport a la jéme colonne de la

matrice. Donc Vj € {1,2,...,n},d;; = detA.
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Pour i # j, on a d;; = (=) ag; A

k=1
On constate que :
a1 A1i—1 ayj A154+1 a15—-1 (57 A1541 Q1n
Ai—11 - Qi—15-1 Ai—15 Qi—1541 - Gi—15-1 Q15 Gi—1541 ... QAi—1pn
dij = 10 N ¢ . | 5 Qip1 oo Ggj—1 Q5 Qijj+1 - Qin
Qit11 - Aipli—-1 A1y Qiplibl - Aip1j—1 Aip1y Qitij41 - Qitin
an1 Api—1 Qpj Anit+1 Apj—1 Q5 Apj+1 Ann

En effet I'expression de d;; correspond au développement de ce déterminant par rapport a

la i®™€ colonne, or la i°™€ colonne et la j*™€ colonne sont égales.

Ainsi d;; = 0, d’ou le résultat.

L’expression de A~! est immédiate. o

1 0 1
Exemple 4.38 Calculer linverse de B ou B=11 0 -1
0 1 =2

Calculons det B. En développant par rapport a la deuxiéme colonne on obtient

1 0 1
1
detB=|[1 0 —1|=1x(—1)*" = (=1)(-1—-1)=2.
1 -1
0 1 —2
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Notons b;; les coefficients de la comatrice de B. Alors

0 -1
1 =2

1 0
0 1

by = (=)' =1, b= (-1)""? =2, b= (-1)" =1.

0 -2

En calculant de la méme maniére by, bao, bag, b31, b3a et bsz on obtient alors

1 2 1
ComB=]|1 -2 -1
0 2 0
Ainsi
1 1 0
B_l—ltComB—l 2 -2 2
2 2
1 -1 0

3. Résolution de systemes

Voir le chapitre suivant sur les systémes de Cramer.
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4.6 Test d’auto-évaluation

Question 1. Soient un entier n et £ un espace vectoriel de dimension n.

Qu’est-ce que le déterminant de n vecteurs de E 7

Question 2. Soit A € M, (K). Donner deux définitions de detA, en expliquant pourquoi elles

coincident.

Question 3. Que peut-on faire & une colonne (respectivement une ligne) de A sans changer detA?

Question 4. Soient un entier n et des réels a, b, c,d, e, f, A\, Ao, -+, Ay

Calculer les déterminants suivants :

a 1 d
a b
= b 0 el|=
¢ d
c 0 f
A O 0
3 2 -7
0 XM 0
— 0 4 15| =
0 0 5
0 0 An

Question 5. Quel lien existe-t-il entre une matrice inversible et son déterminant ?
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Question 6. On considére les matrices suivantes :

1 0 1 2 0 2
A=10 2 1 B=|0 4 2
1 1 3 2 2 6
3 0 1 1 a 1
cC=10 2 1 Dy=10 2+a 1|,aeR
3 1 3 1 14+3a 3

Sans calculer detA, exprimer detB, detC' et detD,, en fonction de detA.
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Chapitre 5
Systémes d’équations linéaires

Dans tout ce chapitre, K = R ou C.

5.1 Description du probléme

Soit & résoudre le systéme d’équations linéaires de p équations et n inconnues suivant :

;

a11T1 + a12T9 4+ ... 4+ AnTy = b1
a21T1 + a9 + ... + a9, = bQ
(S)
;121 + ;979 4+ ... 4+ AinTy = bZ
| 171 + apre + ...+ AT, = by

Les a;; ainsi que les b; sont des données. Ce sont des ¢léments de K. Les x; sont les n inconnues

éléments de K. Les b; forment le second membre du systéme.

Résoudre ce systéme, c’est trouver tous les n-uplets (z1, z9, - - -, ;) qui satisfont aux p équations.

Définition 5.1 Dans le cas particulier ou pour tout i,b; = 0 on dit que le systéme est homogéne.

5.1.1 Ecriture matricielle

On peut écrire ce systéme de la fagon suivante :

AX = B, (5.1)
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) ba
ou X = , B = , et
T, by
11 Qai12 Q1n
o1 Q929 QAop
A =
Qi1 Ag2 Ain
(lpl CLpg CLpn
5.1.2 Ecriture vectorielle
Si on note C,Cs, - -+, (), les colonnes de la matrice A, alors le systéme s’écrit :

5.1.3 Ecriture fonctionnelle

Si la matrice A représente l'application linéaire u de L(E, F) et si X et B sont les matrices
colonnes représentant les vecteurs x et b dans une base de E et de F' respectivement, alors le systéme
s’écrit aussi

u(z) = 0. (5.3)

5.2 Reéflexions sur les solutions

Que peut-on dire sur I'existence et I'unicité des solutions de ce systéme ?

1. Un systéme homogéne admet toujours (0,0, ---,0) comme solution.
2. (S) admet des solutions si et seulement si B € Vect (Cy,Cs, - -+, C),), c’est-a-dire si et seulement
si B € Im (u).
3. Si (9) admet une solution s = (s1, S2, - -, Sp), alors :
xr = (x1, -, x,) solution <= (r;—51)C1+ -+ (x, — $,)Cp, =0 (5.4)

<= =5+

ou A est tel que A\;Cy + -+ 4+ \,C,, = 0p, (c’est-a-dire A € Ker (u)).
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4. Supposons que (S) admette au moins une solution. Alors d’apreés I’équation (5.4), cette solution
est unique si et seulement si (Cy, Cy, -+, C),) est libre.

Conséquence : Si n > p (plus d’inconnues que d’équations), (C1,Cy, - -+, C,,) n’est jamais libre.

Il n’y a donc jamais unicité.

5.3 Systéme de Cramer

On se place désormais dans le cas particulier ot p = n.

Théoréme 5.2 (S) admet une solution unique <= A est inversible.

Le systéme (S) est alors dit de Cramer.

Démonstration

Soit. X la solution unique qui vérifie AXy = B. Le systéme AX = 0 n’a alors qu'une solution :

X =0 donc Ker (A) = {0} = A est inversible.
Réciproquement si A est inversible :

(AX = B<= X = A"!'B) il y a donc unicité. o

Nous allons présenter un procédé de résolution utilisant le calcul des déterminants.

Théoréme 5.3 Soit (S) un systéme de Cramer. Notons Ci,Csy,---,C,, les colonnes de la matrice

A. Rappelons que si on interpréte les colonnes de A comme des vecteurs exprimés dans une base &,

det A = detg (C1,Cs, ..., Cy).

L’unique solution (xq,x,---,x,) de (S) est donnée par les égalités suivantes :

. detg (Cl, 02, vy Cl',l, B, CiJrl’ ceey Cn)
a det A '

Vie{1,2,..,n}

Démonstration

Si (w1, x9,- -+, x,) est solution alors on peut écrire le systéme (S) sous forme vectorielle :
33'101 + .CI?QCQ + ...+ xnCn = B.
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On a alors I’égalité suivante :
detg (01, ceey Ci—l; B, OZ'+1, ceny On) == detg (01, ceey Ci—l; xlCl + ZEQOQ + ...+ ZEnCn, OZ'+1, ceey Cn)
En utilisant la linéarité par rapport a la variable numéro 7, on obtient :

detg (Cl, vy Cl',l, B, CiJrl, vy Cn) = ijdetg (Cl, 02, vy Cl',l, Cj, CZ'Jrl, ceey Cn)

j=1
Puisqu'un déterminant est nul deés que deux colonnes sont égales, on a :
dete (C4,...,Ci—1,B,Cit1,...,Cp) = x; detg (C1,Cy, ..., Ciq,Cy, Cigq,y ..., Cy)
= x; det A.
D’ou
dete (C1,Cy,...,Ci_1, B,Cit1, ..., C)

- A .
x; ot A car detA # 0

Exemple 5.4 On se propose de résoudre par la méthode de Cramer le systéme a trois équations,

trois inconnues :
20 —by+2z = 7

(5) r+2y—4z = 3
dr—4y—6z = 5

2 =5 2
La matrice associée a ce systéme est A= 1 2 —4 |. Son déterminant est égal a
3 —4 —6
2 =5 2 0 -9 10
det A = |1 2 —4|=|1 2 -4

3 —4 -6 0 —10 6
en remplacant Ly par Ly — 2Ly et L3 par L3 — 319

17 x 1 -9 10
= (- X

—10 6
en développant par rapport a la lére colonne

— —(—54+4100) = —46 #£ 0.

Le déterminant de A n’est pas nul, donc d’apreés les théorémes 5.2 et 5.3, le systéme admet une

unique solution (z,y, z) telle que :

7 =5 2 2 7 2 2 -5 7
1 3 2 4 1 1 3 41 et 1 1 2 3

T T T AT
5 —4 —6 3 5 —6 3 -4 5
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Calculons z :

Calculons y :

Calculons z :

7T =5 2 7T =5 1
1 1
_4_63 2 -4 ——4—6><23 2 =2
5 —4 —6 5 —4 =3
en factorisant la derniére colonne par 2
0 0 1
1
~33 17 -8 =2
26 —-19 -3
en remplagant C par C7; — 7C5 et Cy par Cy + 5C3
1 17 =8
__(_1)1+3 % 1
23 26 —19

en développant par rapport a la lére ligne

1
—55(17% (~19) +8 x 26) = 5.

2 7 2 2 7 1
1 1
—El 3 —4 :—4—6><21 3 =2
3 5 —6 3 5 =3
en factorisant la derniére colonne par 2
2 7 1
1
~o3 4 13 0
9 26 0
en remplacant Lo par Ls + 2L, et Ls par Ls + 3L,
1 4 13
__(_1)1+3 % 1
23 9 26

en développant par rapport a la derniére colonne

1
—— (4% 26—-9x13) =1.

23
2 =5 7 0 -9 1
1 1
3 —4 5 0 —-10 -4
en remplacant Ly par Ly — 2Ly et L3 par L3 — 3L,
1 -9 1
——(=1)**'x1
46 —10 —4

en développant par rapport a la lére colonne
1

G9x () F10x 1) =1,
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5.4 Test d’auto-évaluation
On considére, avec les notations du cours, le systéme (.S) défini par la matrice A :
(S) <= AX = B <= u(x) =b.

Question 1. A quelle condition sur b le systéme (S) admet-il une solution ?

Question 2. Si (S) admet une solution, a quelle condition sur u la solution est-elle unique ?

Question 3. Dans le cas ou (5) admet une infinité de solutions, déterminer ’ensemble solution de

(5)-

Question 4. On suppose n = p. A quelle condition sur A, (S) est-il un systéme de Cramer ?

Question 5. Soit (S) un systéme de Cramer et © = (x1, xa, - - -, z,,) I'unique solution de (5). Donner

I’expression de z;.
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Chapitre 6

Réduction des endomorphismes

Dans tout ce chapitre, K = R ou C.

6.1 Introduction

Soit F un espace vectoriel sur K de dimension finie n. On note £ = (ey,- - -, e,) une base de F.
Soit w € L(E). Réduire un endomorphisme, c’est chercher une base de E dans laquelle la matrice
sera la plus “simple” possible, le mieux que 1’on puisse espérer est que la matrice soit diagonale. Nous

verrons que c’est “souvent” le cas.

Définition 6.1 Un endomorphisme de E est diagonalisable si il existe une base de E dans laquelle

la matrice de u est diagonale.

Supposons qu'une telle base existe, notons-la V = (vy, - - -, v,). Alors
A0 0 0
0 X 0
Mat (u, V)= : == . 0
0 0 A1 O
0 0 0

Calculer pour tout i € {1,2,---,n}, u(v;).

150



Les \; sont appelés des valeurs propres, les v; des vecteurs propres.

Ce chapitre ne donnera qu’'une réponse partielle au probléme, & savoir une condition nécessaire et

suffisante de diagonalisation. Les autres cas seront étudiés en deuxiéme année.

6.2 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition 6.2 On appelle valeur propre de u un scalaire A\ de K tel qu’il existe un vecteur v de E
non nul tel que u(v) = Av.

Le vecteur v est appelé vecteur propre de u associé a la valeur propre X\. On appelle spectre de u

I’ensemble des valeurs propres de u. On note cet ensemble Spec (u).

Remarque : Cette définition reste valable méme lorsque E est de dimension infinie.
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Exemple 6.3

1. Soit E l’espace vectoriel des fonctions de classe C* définies de R vers R. Donner les valeurs

propres et les vecteurs propres de lapplication linéaire u définie pour tout f € E par u(f) = f'.

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de l'endomorphisme u de R? dont la

7T —12
matrice dans la base canonique est A = ( ) )
4 =7
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Proposition 6.4 Soit A € K. On note E\ = {v € E,u(v) = A} = Ker (u — \idg).

E\ est un sous-espace vectoriel de E.

Si X € Spec (u), alors Ex # {0g} et dans ce cas, on Uappelle le sous-espace propre de E associé a \.

Si A\ & Spec (u), alors Ex = {0g} .

Démonstration

Exemple 6.5 Déterminer les espaces propres de ’endomorphisme u de R? dont la matrice est dé-

finie dans [’exemple 6.35.

Proposition 6.6
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Soient u € L(E) et A € Spec (u). Alors E est stable par u (c’est-a-dire u(Ey) C E)).

On peut donc définir uy, la restriction de u a Ey, dont la matrice dans une base quelconque de E)

est :
A0 0 0
0 A 0 0
0 0 A0
0O O 0 A
Démonstration
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Théoréme 6.7 Soit u € L(E) avec Spec (u) = {A1, Ao, -+, Ay}

u est diagonalisable <= il existe une base de E formée de vecteurs propres de u
— Fk= E)\l@E)\Q@"'@E)\p.

Démonstration

Théoréme 6.8 Soit \; et Ay deux valeurs propres distinctes de u.

On a alors Ex, N E, = {0g}, soit E\, @ E,,.

Démonstration

Théoréme 6.9 Soit p valeurs propres Ai,---,\,, distinctes deuzr a deux.

On a alors B\, QE), P ---P E),.

Démonstration
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Conséquences immeédiates :

1. u posséde au maximum n valeurs propres.

2. Si u posséde n valeurs propres distinctes avec n = dim F, alors u est diagonalisable.

6.3 Recherche des valeurs propres et des vecteurs propres

Théoréme 6.10 \ € Spec (u) <= det(u — N\idg) = 0.

Démonstration

Exemple 6.11 Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de l’endomorphisme u de R3
-1 1 1

dont la matrice dans la base canonique est B = 1 -1 1

1 1 -1
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Théoréme-Définition 6.12 (Polynéme caractéristique)

Soit u € L(E). Soit A = (aij)ujyeq,2,..n2 = Mat (u,E). On définit la fonction P,(x) par
P,(z) = det(u — zidg) = det(A — x1,,).
Cette fonction est une fonction polynomiale de degré n (o dim E =n), qui s’écrit :
Py(z) = (=1)"2" + (=1)" ' Tr (A)z" ' + -+ det(A) ou Tr (A) = iaii.
i=1

Elle s’appelle le polynéme caractéristique de A.

Démonstration
ay; — a2 T Q1n
B=A—xl = a:21 22 :_ ! . &?n = (bz‘j)(z‘,j)e{m ..... n}2-
an1 (79)] A — &

Ona:V (Z,j) € {1,2,"',71}2,bn' = Q4 — T et bij = Qi .

det B = Y &(0) bo(1)1bo@p2-bo(mn

gESy
= buby - bpn + Z £(0) be1)1bo(2)2---bo(n)n
o€Sn\{id}
= H(aii - I) + Z 5(0) ba(l)lba(2)2---ba(n)n-
i=1 o€Sp\{id}

5
Dans la somme S, comme o # id, il existe ¢ # j tels que o (i) # i et o(j) # j et pour un tel o,
bo(1)1b5(2)2---bomyn € Kpn—2[].
Ainsi
Pa(z) =det B = ﬁ(@z’i — ) + Qn2(x) 0l Qns € K;_o[z]
.

)+ (1) 2" @ + ass + A+ Gnn) + Roo(2)

ol Rn,Q € ang[l'].
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Le terme constant de P4 est donné par
PA(0) = det(A — 01,,) = det A.

Par suite
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Exemple 6.13

Calculer Pg ot B = 1 -1 1

Théoréme 6.14 Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.
Par conséquent, si uw € L(E), on définit le polynome caractéristique de u par P, = Pa, o A est la

matrice de u dans une base quelconque de E.

Démonstration

En effet si A’ = P~1AP alors :

det(A" — x1,,)) = det(P"*AP — xP7'P) = detP™ (A — x1,,)P = det(A — z1,).

ATTENTION : La réciproque est fausse en général.
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En résumé, on a donc le :

Théoréme 6.15 Les valeurs propres de u sont les racines dans K de P,.

Si P, est scindé sur K (= toutes ses racines sont dans K ) alors, si dim E =n, on a :
1. u a exactement n valeurs propres, distinctes ou non.
2. La somme des valeurs propres vaut Tr (A).

3. Le produit des valeurs propres vaut det(A).

Définition 6.16 Soit A € Spec (u). On appelle multiplicité de la valeur propre A 'ordre de multipli-

cité de A en tant que racine de P,. On la note m,.
Théoréme 6.17 Si \ est une valeur propre de u de multiplicité my, alors 1 < dim E) < m,.
Démonstration

A € Spec (u), donc Ey # {0g} et dim E) > 1.

Supposons que dim E) = m et considérons (vy,---,v,,) une base de E). Par le théoréme de la
base incompléte, il existe des vecteurs {w, 11, -, w,} tels que & = (vy, -+, UV, Wns1, - -+, Wy) soit

une base de E.

La matrice de v dans cette base est :

A 0 0 .- 0 b1m+1 cen bln

0 /\ O te 0 b2m+1 et b2n

0 - 0 A 0 bm—1m+1 e bm—ln
A=

0o - 0 0 0 bm+1m+1 T berln

o --- 0 0 0 bnm+1 cen bnn
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Calculons P, :

A—z 0 (R 0 bimt1 e by
0 A—z 0 0 me+1 bgn
0 0 A—=z 0 br—1m s bp—1n
P,(z) =det(A —xI,) = e '
0 o 0 0 A—x bpmsr o b
0 -+ 0 0 0 Dbprimp—2 - bupin
0 o0 0 0 D1 o b — 1
bm+1m+1 -—x - berln
= A=—o)"
bnm+1 e bnn -

Nous savons que (x — \)™* divise P, puisque A est une valeur propre de multiplicité m, donc

m < my.

Ainsi, dim Ey = m < m,. o

Corollaire 6.18 Si \ est une valeur propre simple de u (i.e my = 1), alors dim E\ = 1.

Démonstration

6.4 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

Théoréme 6.19 Soit u € L(E). On note my la multiplicité de la valeur propre \.

, _ P, est scindé dans K
u est diagonalisable <=

YV X € Spec u, dim E\ = m,.

Démonstration

163



Corollaire 6.20 Si P, posséde n racines distinctes, alors u est diagonalisable.

Démonstration

7 =12 0 1
Exemple 6.21 1. Soient A, = et Ay = )
4 -7 -1 0

Les endomorphismes u; et us de R? dont les matrices dans la base canonique sont respectivement

Ay et Ay sont-ils diagonalisables ?
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-1 1 1 —4 0 =2
2. Soient B; = 1 -1 1 et By = 0 1 0
1 1 -1 5 1 3

Les endomorphismes f1 et fo de R® dont les matrices dans la base canonique sont respectivement

B1 et By sont-ils diagonalisables ?

6.5 Applications

Soit u € L(F) dont la matrice dans la base canonique est A € M,,(K). On suppose que A est
diagonalisable. Alors il existe P € GL,(K) et D = Diag (A, Ag, -+, \y,) telles que

D =P AP ou A=PDP (6.1)

6.5.1 Calcul de A™

D’apreés la relation 6.1,

A" =(PDPTY™ = (PDPT)(PDPT)- - (PDP7T)

m fois

= PD(P™'P)D(P™'P)---(P"'P)DP”"

—
m fois
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avec D™ = Diag (A", A", - -+, \™).

-1 1 1

Exemple 6.22 Calculer B™ ou B = 1 -1 1 et m € N.
1 1 -1
1 1 0

1 -1 -1
1 0 0 11 1
D=0 -2 0 |=P'BP avec P—lzé 2 -1 -1
0 0 -2 -1 2 -1
On a donc :
1 0 0
B™ = P[0 (-1)m2m 0 P!
0 0 (—1)m2m
1+ (=1)m2mtt 14 (=1)m*t2m 1 4 (—1)m*+igm
= % L+ (=1)mHi2m 14 (=1)m2m+t 14 (—1)m*igm
1+ (=1) 1+ (1)

( 1 m+12m ( 1 m+12m 1+ (_1)m2m+1

6.5.2 Etude des suites récurrentes

On cherche les suites réelles (U )nen, (Un)nen €t (Wy )nen telles que (ug, vo, wo) € R? et pour tout

n €N,

Upt1 = —Up + Uy + Wy
(S) Un+1 = Up — Up + Wy
Wp4+1 = Uy + Uy — Wy

Nous devons trouver pour tout entier n I’expression de u,,, v, et w, en fonction de n, ug,vg et wy.

Unp

On définit pour tout entier n la matrice colonne X,, = | v, | et alors :
Wn

-1 1 1

(S)«~—= X,,1=BX,, ou B=| 1 -1 1

1 1 -1
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On vérifie facilement par récurrence que
vneN, X,=DB"X,.

D’aprés les calculs précédents on obtient :

Uy, 1+ (=)™t 14 (=1)nFl2n 14 (—1)ntin g
Xo=| v, | = % 1+ (=1)"F2n 14 (=1)m2mtt 14 (—1)ntin Vo
W, 1+ (=1)n+2n 14 (=1)mH2n 14 (=1)m2nt! wo

up(1 + (=1)"2" ) + (vg + wo) (1 + (—1)"+12m)

- % vo(L 4 (=1)"2") + (uo + wo) (1 + (=1)"27)

wo(1 + (=1)"2") + (ug + vo) (1 + (=1)"+127)

6.5.3 Résolution de systémes linéaires différentiels du premier ordre

Soit & résoudre le systéme différentiel suivant :

?(t) = —x(t) +yt) +2(t)
(S) v = at) —y(t)+ (1)
2) = () +y(t) - =2(t)

ou z,y et z sont trois fonctions dérivables définies sur R & valeurs dans R.
Soit B = (ey, e, €3) la base canonique de R? et soit 4 le vecteur de R?® de coordonnées (z,y, 2) dans
B. Ainsi, on a pour tout ¢t € R, u(t) = z(t) e; + y(t) e2 + 2(t) e3 et

=/

w'(t) = 2'(t) er + ¥/ (t) ea + 2'(t) es, les vecteurs de la base canonique étant indépendants de t.
x(t)
Soit pour tout t € R, X (t) = Mat(u(t), B) = | y(t

On a alors X'(t) = Mat(ad'(t),B) = | ¢/(t) | et le systéme (S) s’écrit

Il est clair que si la matrice B était diagonale, nous aurions trois équations, chacune ne faisant

intervenir qu'une fonction et sa dérivée.
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B n’est pas diagonale, mais elle est diagonalisable et il existe une base V = (vy, vq, v3) dans laquelle

1 0 0
la matrice s’écrit D= | 0 -2 0
0 0 =2
1(t)
Notons pour tout ¢t € R, X;(t) = Mat(u(t),V) = | v:1(t) | la matrice colonne des coordonnées de
z1(t)
i(t) dans la base V.
T} (t)
Nous avons X|(t) = Mat(ad'(t),V) = | yi(t) | et
4 (t)
1 1 0
X(t)=PXi(t), X'(t)=PX|(t) avec P=]1 0 1
1 -1 -1

En injectant ces relations dans le systéme (S) on obtient :
(S) <= PX|(t) = BPX,(t) <= X;(t) = P"'BPX,(t) = DX,(t),

ou D est diagonale.

Ainsi

(S) <= X|(t)= P 'BPX,(t) = DX,(t)

;

zi(t) = x(t)
= 4 wnl) = —2u()
A0 = —2a0)
( r1(t) = xo€
= | nult) = ye ™
21(t) = ze

\
ol o, Yo, 20 sont des constantes arbitraires.

Les fonctions z,y et z solutions de (S) sont données par
x(t) 1 1 0 zoe!
X(t)=| y(t) =11 0 1 yoe 2
2(t) 1 -1 -1 zoe 2
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xoe! + yoe 2

= xoet + zpe

zoe! — (yo + 20)e %

6.5.4 Reésolution des équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre

3 & coefficients constants
Soit (E) I’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 3 a coefficients constants suivante
E)  yO0) -29P) —yV (1) +2y(t) =0, VteR

On se place dans R® muni de sa base canonique B = (e1, €3, e3). Soit pour tout ¢t € R, w(t) le
p 3

vecteur de R3 tel que u(t) = Z y () e; = y(t) er + 9/ (t)ea + 9" (t) es. On a @' (t) = Z yO(t) e; =
i=1 i=1

y'(t) er + 1" (t)ea + 3P (t) es, les vecteurs de la base canonique étant indépendants de ¢. Ainsi, si pour

y(t)
tout t € R, U(t) = Mat(u(t),B) = | 4'(¢)
y”(t)
y'(t)
On a alors U'(t) = Mat(d'(t),B) = | y"(t) | et le systéme (.S) s’écrit
y(1)
0 1 0
Ulft)y=AU({t) on A= 0 0 1
-2 1 2

Regardons si A est diagonalisable. Soit P4 le polynéme caractéristique de A, on a, aprés calculs,
PyAN)=—A=-1A+1)(A+2), XeR

Le polynome caractéristique est scindé dans R, il n’a que des valeurs propres simples. A est donc

diagonalisable.

Il existe V = (v, va, v3) une base de R3 formée de vecteurs propres de A telle que

A =P AP
1 -1 1 1 0 0
avec P=Pgy=]1 1 2]letA=|0 -1 0
1 -1 4 0 0 2



Pour t € R, on note (a(t),b(t),c(t)) les coordonnées de u(t) dans la base V. On pose Z(t) =
a(t)

Mat(u(t), V) = | b(t)
c(t)

On a alors Z'(t) = Mat(u'(t), V) = | b'(t) |. Ainsi, comme U(t) = PZ(t), on a

y solution de (E) < U'(t) = AU(t),
& PZ'(t)=APZ(t),
& Z'(t)= P rAPZ(t),
s Z'(t)=AZ(t),
[ =)= (1)
& 25(t) = =24(t)
| 25(t) = 225(1)
[ 2(t) = cret
& 29(t) = cee™t
23(t) = cze

¢; constantes réelles.

Ainsi, comme U(t) = PZ(t) et y(t) étant la premiére coordonnée de U(t), on obtient
y(t) = cre’ — coe™t 4+ cze?, Wt €R.

Remarque : On peut utiliser la méme démarche pour résoudre les équations différentielles ordinaires

linéaires d’ordre p a coefficients constants. En effet, considérons 1'équation différentielle (H) suivante :
apyP(t) + ... +azy® () + a1y () +aoy(t) =0, teR,  (H)

ot a; € R, pour tout ¢ =0,---,p et a, # 0.

On se place dans R? muni de sa base canonique B = (e;);—1.,. Soit pour tout ¢ € R, (¢) le vecteur
p p

de R? tel que u(t) = Zy(ifl)(t) e; =y(t)er +y (Hex+-+yPV(t) ey Onad'(t) = Zy(i)(t) e; =
i=1 i=1

Y (t)er +y" (t)ea + - + yP(t) e, les vecteurs de la base canonique étant indépendants de ¢. Ainsi, si
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, y'(t)
pour tout t € R U(t) = Mat(u(t), B) = ‘
yPI(t)
y'(t)
//(t)
On a alors U'(t) = Mat(ud'(t), B) = . et le systéme (S) s’écrit
y®) (1)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
U'(t)=AU(t) on A=
) ) 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
_ 4 _Op2 Gpd
ap ap ap ap

La matrice B n’est pas diagonale.
Si B est diagonalisable, on se place dans la base de R formée des vecteurs propres de B et on procéde
comme dans 'exemple de 'EDO linéaire d’ordre 3 traité au début de cette section.

Le cas ou la matrice n’est pas diagonalisable sera traitée en seconde année.

6.6 Test d’auto-évaluation

6.6.1 Réduction d’endomorphisme

Soient E un espace vectoriel de dimension finie égale a n et u € L(E).

Question 1. Qu’est-ce qu’une valeur propre de u?

Question 2. Qu’est-ce qu’'un vecteur propre de u?

Question 3. Qu’est-ce qu'un espace propre ?
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Question 4. Qu’est-ce que le polynome caractéristique P, de u? Quel est son degré? Quel est le

coefficient du terme de plus haut degré ? du plus bas degré?

Question 5. Quel lien existe-t-il entre les valeurs propres de u et le polynéme caractéristique de u ?

Question 6. Qu’est-ce que la multiplicité d’une valeur propre de u ?

Question 7. Soient A une valeur propre de u et E\ 'espace propre associé & X. Quel lien existe-t-il

entre dim F), et la multiplicité de A7

Question 8. Que signifie u est diagonalisable ?

Question 9. Donner une CNS pour que u soit diagonalisable.

Question 10. On suppose que u admet n valeurs propres deux a deux distinctes. L’endomorphisme

u est-il diagonalisable ?
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Question 11. On suppose que u admet une seule valeur propre de multiplicité n. L’endomorphisme

u est-il diagonalisable ?

Question 12. On suppose que P, est scindé dans K. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Question 13. Compléter les pointillés :

< u— M\dg.....

<
+— Ker ........
<

Question 14. 0 peut-il étre valeur propre de u ?

6.6.2 Synthése

Question 15. Soit A € M,,(K) et B € M, (K). Que signifie "A et B sont semblables" 7

Question 16. Quand obtient-on des matrices semblables ?
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Question 17. Qu’ont en commun deux matrices semblables ?

Question 18. Soit A € M,,(K). Compléter les équivalences suivantes :

A est inversible

r11t17e
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