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Premiere partie

Le cours






Ce cours est dispensé a 'INSA-Toulouse pour la Formation Continue DUT+3. Nous remercions aima-
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6 CHAPITRE 1. FONCTIONS REELLES DE LA VARIABLE REELLE

1.1 Rappels

Définition 1.1
Intervalle de R On appelle intervalldorné fermé ddR ou segmente R I'ensemble
[a,b] ={xe R|la<x<b}.
notion clé :
Intervalle, segment On distingue dans R plusieurs types d’intervalles :

i) Intervalle ouvert borné :
la,b[={xe R|la<x<b}lac RetbeR.

i) Intervalle ouvert non borné :
| —o0,a={xeR|x<a}ae Roua= +oc.
la,+o[={xe R|x>alac Roua= —oc.

iii) Intervalle fermé non borné :
| —o00,8 ={xeR|x<a}acR.
[a,+oo[={xeR|x>a}lacR.

iv) Intervalle semi-ouvert borné :
[a,bj={xe R|x<a<b}lacRetbeR.
la,b] ={xe R|x<a<b}acRetbeR.
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Voisinage dexg Exemples
exemple A.1.1

notion clé :

Voisinage Définition 1.2

i) Xgestunréel.
On dit que \(Xp), sous-ensemble d®, est un voisinage deys’il existe un
intervalle|]a, b tel Xy €]a, b| et]a, b[C V(o).
Dans la pratique, on prendra : ¥g) =]Xo — «, X0 + «f, a > 0.

ii) Xg = +o0.
On dit que \(+o0), sous-ensemble d, est un voisinage de¢ oo S'il existe
ac Rtella, +o0o[C V(+00).
Dans la pratique, on prendra : 4o0) =|a, +-o00].

i) Xo = —o0.
On dit que \(—o0), sous-ensemble dR, est un voisinage de co S'il existe
ac Rtel] — oo, a[C V(—o0).
Dans la pratique, on prendra : -o0) =] — oo, @.
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1.2 Geénéralités sur les fonctions

Définition Exemples
exemple A.1.2
exemple A.1.3

notion clé :

Fonction Définition 1.3

On appelle fonctioméelle de la variable réelle toute relation qui a une valeur
réelle x, appelée variable, associe au plus un réel y appelé image.

On désigne la fonction par une lettred, h, ....

Le sous-ensemble D des réels pour lequelfy(x) existe s’appelle le domaine
de définition de f.
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Graphe def Exercices
exercice B.1.1

notion clé :
Graphe

Définition 1.4
Le graphe de f est I'ensemble des points M de coordonféé&x)) dans un
repére donné que I'on aura choisi, sauf avis contraire, orthonormé.
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Fonction monotone

Exemples
exemple A.1.4

notion clé :
Monotone

Définition 1.5
i) f définie sur D est monotone croissante sur D si :

V(x,X) €D, (x>X = f(x)>f(X)).

ii) f définie sur D est monotone strictement croissante sur D si :
V(x,X) e D, (x>xX = f(x)>f(X)).

iii) f définie sur D est monotone décroissante sur D si :
V(x,X) €D, (x<X =f(x)>f(X)).

iv) f définie sur D est monotone strictement décroissante sur D si :

V(x,X) e D, (x<xX =f(x)>f(X)).
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Fonction majorée-
minorée-bornée

notion clé :
Majorée, minoree,
bornée

Exemples
exemple A.1.5
exemple A.1.6

11

Définition 1.6
f est majorée sur D <—
f est minorée sur D <—
f estbornée surD <—

Remarque 1.1

(
(
(3(
=

JAe R|VxeD, f(x) <A).

JAe R|VxeD, f(x) > A).
(A,B) € R?|¥xe D, A<f(x) <

HCGRWXED If(x)| <C).

f est dite positive sur D si¥x € D, f(x) > 0.
f est dite négative sur D sivx € D, f(x) <O0.
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Fonction paire,
fonction impaire

notion clé :
Parité

Exemples Exercices
exemple A.1.7 exercice B.1.2
Définition 1.7

Soit f définie sur D tel que O soit centre de symétrie pour D. Alors
f paire <<= (¥xeD, f(—x) =f(x)).
f impaire < (¥xe D, f(—x) = —f(x)).

Remarque 1.2

Le graphe d’'une fonction paire admet I'axe des ordonnées comme axe de sy-
métrie.

Le graphe d’une fonction impaire admet l'origine du repére comme centre de
symeétrie.
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Fonction périodigue  Exemples Exercices
exemple A.1.8 exercice B.1.3

notion clé :

Périodicité Définition 1.8

f est dite périodique s'il existe € R tel que

Vxe R, f(x+T)=1f(x).

On appelle période le plus petit ¥ 0.
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Opérations sur les
fonctions

Exercices
exercice B.1.4

notion clé :
Composition

Propriétés 1.1
Soient f et g deux fonctions définies sur D, so#t R :

FO) +9(x)) -
F()9(x)) -
Af (X))

h=f+g < (¥xeD, h(x)
k=fxg < (¥xeD,k(x)
m= X << (VxeD, mx)

Remarque 1.3
L’ensemble des fonctions définies sur D forme un espace vectorig.sur

Propriétés 1.2
Si f est définie sur D et si g est définie surté&l que f(D) c D’ alors

s=gof < (WxeD, s(x) =g(f(x))).
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1.3 Limite

Position du probleme

Exemples
exemple A.1.9

notion clé :
Limite

Xo est un réel outoco.

On cherchera la limité d’une fonction au poinkg quand on voudra étudier le
comportement de la fonction &l(xg) (X # Xp).

C’est une étude locale.

C’est un probléme que I'on posera souvent quaiedt définie dans u¥ (xg)

sauf peut-étre ery.
On n’aura pas toujours une limitex:— sin(x) n'a pas de limite erg = +oc.
Siily a une limite/ alors/ sera soit un nombre réel, sdito.
On dira que ldimite est finiesi ¢ est un réel.

On dira que ldimite est infiniesi ¢ est égale a-oo ou —occ.

On noter& = lim f(x) ouf(x) — ¢oulimf = /.
X—Xo X—Xo X0
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Définition 1.9 (Limite de f quand x — xg € R)

Limite de f enun point  j) thxlof(x) =aceR

= (Vz—: >0, Ja > 0,¥x € V(x0)—{X}, (X=X <a=|f(X)—al< 5)).
notion clé : i) lim f(x) = +o0
Limite en un point X%

— (VA> 0, Ja > 0,¥x € V(xo)—{Xo}, (x—Xo| <a = [f(x)—a| > A)).
i) Jim f(x) = —oc

= <VA> 0, Ja > 0,¥x € V(Xo)—{X%o}, (X=X <a=If(x)—al < —A)).
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Définition 1.10 (Limite de f quand x — +o0)

Limite de f en linfini ) th] f(x) =aeR

= <V5>0, da >0, ¥x € V(+o00), (x>A=|[f(x)—a <5)>.

notion clé : i) lim f(x) =400
Limite en l'infini e
= (VA> 0,3B>0, VX € V(+0), (x>B=1f(x) >A)>.

i) Xliljrn f(X) = —0

<:>(VA>O,HB>O,VXEV(+00), (x>B=>f(x)<—A)>.
iv) lim f(x)=a€R

X——00
= (v;; >0,3A>0, Vxe V(—0), (X< -A=|[f(x)—al< 5)).
V) Xli}r_noof(x) = 400
= <VA> 0,FB>0, Ve V(-x), (X<-B=f(x)> A)).

vi) Xli£n f(X) = —o0

— (VA> 0,38>0, ¥xe V(—), (x< -B=f(x)< —A)).
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Limite a droite, limite
a gauche

notion clé :
Limite a droite, a
gauche

Exemples

exemple A.1.10
exemple A.1.11
exemple A.1.12

Soitxy € R.
X — X3 <= (X — Xo etX > Xo) .
X — X5 <= (X — Xg etx < Xp) .

Définition 1.11
f a une limite finie a droite enpssida’ € R| lim f(x) = a.

X—Xg
f a une limite finie a gauche e gsida” ¢ R| lim f(x) = &”".
X—Xg
f a une limite infinie a droite enpssi lim f(X) = +oo ou lim f(X) = —o0.
X—Xd X—xXd
f a une limite infinie & gauche e 8si lim f(X) = +oco ou lim f(X) = —cc.
X—Xg X—Xg

Théoréme 1.1

m f(x) =a e ( lim f(x) = Tim f(x :a)
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Opérations sur les
limites

notion clé :
Opérations sue les
limites

19

f, g eth sont des fonctions définies &fa) sauf peut-étre au poiiat

Propriétés 1.3

i) Addition.
(11§1f eRetligngeR> — lim(f +g) = limf + limg.
<hglf :j:ooetliéngeR> — lign(f—f—g):lignf
(lmf = +ooetlimg=+o0) — lim(f +g) = +oo
<li;nf = —oc et ligng = —oo) — lign(f + Q) = —o0.
<liénf = 400 et ligng = —oo) — lién(f +g) =777

Formes indéterminéeﬂi:glnf = 400 etliéng = —o0.
i) Multiplication.

(hgnf €Retlimge R) — lim(f g) = limf x limg
<li£nf = +ooetlimg € R*+> — lim(f x g) = limf.
<li£nf = +ooetlimge Ri) — lim(f x g) = — limf
Elignf = +ocetlimg= —|—oo; — lim(f x g) = +o0

limf = —ccetlimg=—o0) = lim(f x g) =400
(112111‘ = +o0 et lian =—00| = liZn(f X g) = —o0.
(lignf = +oo et li;ng = O) = lign(f x g) =777

Formes indéterminéeslignf =+o0 etlign g=0.

iii) Multiplication par un scalaire.
SoitA € RY,

lignf cR
(limf:iooet)\>0> —  (lim M) = limf.
a a a

= lim Af = Alimf.
a a

(limf = +ooeth < o) —  (lim M) = — limf.
a a a

iv) Inverse.
On suppose que ¢ f (V(0)).
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limf =be R* = lim}:}.

a af b
limf = +o00 == lim} =0.

a a f

<liénf = 0etvx e V(a), f(x) > 0) = (lign ;—L) = 400
(h;nf =0etvx e V(a), f(x) < O) == (lign ;—L) = —00

Propriétés 1.4 (Comparaison)
i) Sivxe V(X)) — {xo}, f(X) < 9g(x) alors:

lim f(X) = 400 = lim g(X) = +o0.

X—Xo X—Xo
Xh—>n>}o gX) = —c0 = Xh_)n;(lof(x) = —00.

i) Sivxe V(xg) — {X}, f(X) < g(x) < h(x)alors:

)}er)(i)f(x) = xh—g%o h(xX) =b= xh—>n>f<10 g(x) = b.
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1.4 Continuité

Continuité en un point Exemples
exemple A.1.13
exemple A.1.14

notion clé :
Continuité en un point
Définition 1.12 (Continuité)

f est continue en & R si f a une limite finie en a égale d4) c’est-a-dire :
)l(inéf(x) =f(a).

Définition 1.13 (Continuité a droite)

f est continue a droite ena R si lim+ f(x) =f(a).
X—a

Définition 1.14 (Continuité a gauche)

f est continue a gauche en@aR si lim f(x) = f(a).
X—a~
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Continuité sur un
intervalle

notion clé :
Continuité sur un
intervalle

Exemples
exemple A.1.15

Définition 1.15
f est continue sur un intervalle | si f est continue en tout point de I.

Remarque 1.4f continue surfa, b] signifie que f est continue en tout point de
Ja, b et que f est continue a droite au point a et a gauche au point b.

Soitf continue sufa, b]. PosonA = (a,f(a)) etB = (b, f(b)) alors on “trace
la courbe représentahsur|a, b] en allant deA a B sans lever le crayon”.

f n’est pas continue au point

f est continue sug, b). : f est continue par morceau garb).

f n’est pas continue sya, b].
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Opérations sur les
fonctions continues

notion clé :
Opérations sur les
fonctions continues
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Propriétés 1.5
i) Sif et g sontcontinues au point a, il en est de méme de :

f+g, M, fxg, fésig(a)yéo.

ii) Sif estcontinue au point a et si g est continue au poiatfia) alors go f
est continue au point a.
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Maximum-Minimum  Exemples
exemple A.1.16

exemple A.1.17

notion clé :
Maximum-Minimum  Théoréme 1.2

Toute fonction continue syg, b] admet un maximum M et un minimum m,
c’'est-a-dire il existe ¢ € [a,b] et & € [a, b] tel que M= f(c;) et m= f(cp).
De plus, f([a, b]) = [m, M].

Remarque 1.5 On remarquera que l'intervalle est fermé et borngetc, ne sont
pas nécessairement uniques.
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1.5 Fonction différentiable ou dérivable

Définition du nombre
dérivée

Exemples
exemple A.1.18

notion clé :
Dérivée

Définition 1.16
Soit f une fonction définie dans un voisinage gle x

On posery, (h) = [&eth—t00)
Tx, €St la fonction taux d’accroissement de f au poit x

SiTy, a une limite finie c quand k- O, on dit que f est dérivable au poing &t
c s’appelle le nombre dérivée au pointet on note c= f'(xg).

f(xo +h) —f(xo)

h
f(xo +h) —f(xo)
h h—0+

f est dérivable au pointg

f est dérivable a droite au poinpx <=

f est dérivable a gauche au poing x<=

f est dérivable au pointox — fg(x0) = f3(xo)
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Approximation au Exemples
voisinage d’un point ~ exemple A.1.19
d’une fonction
dérivable en ce point, La définition de la dérivée au poirg est équivalente :
par une fonction affine

(%0 + 1) = £(x0) + /(o)1 + he(h) 00 lim () = 0.

notion clé : En posank = Xp + h,on a:
Tangente a une courbe

£(X) = F(50) + ' (X6) (X — Xo) + (X Xo)e(X — Xo) 00 Jim =(X —x0) = 0.

La droite d’équatiory = f(Xg) + f'(x0) (X — Xp) est une approximation locale
enxg def. Doncf est approchée par cette fonction affine au voisinage.de

Cette droite est tangente a la coutheu point de coordonnéézy, f (Xo)) -

a

Tangente a la courl® au point de coordonné¢a, f(a)).
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Différentielle en un
point

notion clé :
Différentielle

Exemples
exemple A.1.20

Quand on fait subir une variationxaautour dexy c’est-a-direxg subit une
variation deh alorsf (xg) subit une variation dé(xg + h) — f(xo).

On prend comme approximation de cette variatitixg)h pour touth petit
(c’est ce que I'on fait souvent en physique).

On a négligé le terme en(voir 1.5.2).

On notedx(h) = h, par suitedfy, = f’(xg)dx: c’est la différentielle dé enxo.

On fait ceci pour touky € | ouf est dérivable et on écrit

df = f'(x)dx
Interprétation graphique
f(xo+h) —f(x0) = HM
dfy, (h) = HP
HM —HP=PM = he(h)

x 0 x=x_0+h
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Opérations sur les
dérivées

notion clé :
Opérations sur les
dérivées
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Propriétés 1.6
Soient f et g deux fonctions dérivables au pogeksoit\ € R. Alors :
i) f + g estdérivable au pointx (f +g)' =f' +d.
i) Af estdérivable au pointgc (M) = A/,
iii) f x g estdérivable au pointgx (f x g) =f' xg+f x g’

!/ Iy /
iv) fé est dérivable au pointgxsi g(xg) # O (:_J) = f ggz 9 :

Propriétés 1.7
Si f est dérivable au poinipet si g est dérivable au poin{Xp). Alors, on a:
(gof) (x0) = g (f(x0)) x f'(x0)-



1.5. FONCTION DIFFERENTIABLE OU DERIVABLE 29

Fonction dérivable sur Exemples
un intervalle, Fonction exemple A.1.21
de classen sur un
intervalle Définition 1.17

f est dérivable sur | sif est dérivable en tout point de I.

notion clé :

Classec™ f est de class€" sur | si f admet n dérivées successives sur | et de ﬁﬂbs f

est continue sur |.

f est de class€® sur | sif est indéfiniment dérivable sur I.

Remarque 1.6 Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.
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Tableau des dérivées

notion clé :
Tableau des dérivées

Exercices
exercice B.1.5
exercice B.1.6
exercice B.1.7
exercice B.1.8
exercice B.1.9
exercice B.1.10

On dérive par rapport a la variablaéelle.

u etv désignent des fonctions aelérivables sur un intervalle.

U etV désignent les fonctions dérivées respectivgs=
a désigne une constante réelle.

(U+v)y =u+vVv

(g)’ _ uv—uv
v V2

(x*) =ax®1 a e R* — {1} (sin(x))" = cos(x)

(tan(x))’ = 1+ tan?(x) = .

(In(x))’ = &

(Arctan(x))’ = =1,

OI—uet\/:—
X

(au) =au

(uov) =u(v)v

(ch(x))" = sh(x)

(Arcsin(x)) =
(Argth (x))" =

(th(x)) =1 —th%(x) = -1

dv
dx’

(uv) = u'v+uv
u=cte=u =0

(cos(x))" = —sin(X)

(sh(x))" = ch(x)

(Arccos(x))’ = — 1{ >
(Argsh(x))" = \/ﬁ
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1.6 Théoreme de Rolle, théoreme des

accroissements finis
Théoreme 1.3 (Rolle)

f continue surfa, b]
f dérivable sufa,b] » = Jc€la b[|f'(c) =0.
f(a) = f(b)

f(a=f(b)

f/(Cl) = f/(Cz) =0.
Remarque 1.7 Si f désigne un mouvement rectiligne, le théoréme signifie que si f est continue et dérivable
entre le temps a et le temps b tha) et si on se situe au méme lieu au temps a et au temps b alors a un
moment donné a un instant c ac < b) du parcours, la vitesse est nulle.

Théoreme 1.4 (Accroissements finies)

‘ oclgrrll\tllgt;lli SS‘S'E‘Z?}[ } = 3cela bl[f(b) —f(a) =F'(c)(b-a).

f(b)

f(@
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Remarque 1.8 Sif désigne un mouvement rectiligne, le théoréme signifie que si f est continue et dérivable
entre le temps a et le temps b tba =) alors il existe un instant ¢ (&x ¢ < b) du parcours ou la vitesse
instantanée est égale a la vitesse moyenne entre a et b.

1.7 Etude d’'une fonction

On détermine :
i) D domaine de définition de la fonction.

i) D’ domaine de continuité de la fonction.
iii) Les propriétés particulieres de la fonction (paire, impaire, périodique).
iv) D” domaine de définition de la dérivée.

On étudie les variations desur les intervalle$ de continuité dé :
i) sif’ > 0 surl alorsf est strictement croissante dur

ii) sif’ < 0 surl alorsf est strictement décroissante sur

Si la dérivée s’annule en un poigg intérieur a l'intervallel en changeant de signe aldradmet un
extremum local en ce point.

Quandf’(xg) = 0, la tangente a la courbe au poirg, f (X)) est horizontale.
Quandrxo(h)m + o0, la tangente au poiriio, f (X)) est verticale.

On recherche ensuite les asymptotes a la courbe 3v@)ir

2 Fonctions usuelles

1.7 Etude d'unefonction. . . . . . . . . . .. .. 32
2.1 Fonctions réciproques des fonctions circulaires . . . . . . . ... ... ... ... 33
2.2 Fonction logarithme, exponentielle etpuissance. . . . . . . .. .. ... .. ... 40
2.3 Fonctions hyperboliques . . . . . . . . . . . . 46

2.4 Fonctions réciproques de fonctions hyperboliques. . . . . . . ... ... ... .. 51
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2.1 Fonctions réciproques des fonctions circulaires

Théoreme Exemples
exemple A.2.1
notion clé : Théoréme 2.1
Reciproque Toute fonction f continue et strictement croissante sur un intervalle | admet

une fonction g continue et strictement croissante sLr. f

Toute fonction f continue et strictement décroissante sur un intervalle | admet
une fonction g continue et strictement décroissante Qur f

On dit que g est la fonction réciproque de f.

La courbeCs est symétrique déy par rapport a la droite d’equation y= x.
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Fonction Arcsinus Exercices
exercice B.2.1

exercice B.2.2

notion clé :
Arcsin

Définition 2.1
Soit f la restriction de la fonctiosin a l'intervalle | = [=F, 5].

SoitJ=f(1) = [~1, 1].

On a : f continue et strictement croissante sur un intervalle |.

Alors f admet une fonction g réciproque continue et strictement croissante sur

On appelle g Arcsinus et on note-gArcsin.
H . —TT T
y = Arcsin(x) <= <x = sin(y) etye [7, E])

vx €] —1,1, (Arcsin(x)) = —=

1-x2

Arcsin est de class€> sur] — 1, 1] et de class€® sur[—1, 1].

Arcsin est impaire.
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Arcsin

sin

—0.5

—1.5+

Arcsin(0) = 0, Arcsini = Z, Arcsin Y2 — z, Arcsin ¥ — %z, Arcsin(l) =
2 6 4 2 3

s
5-
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Fonction Arccos

Exercices
exercice B.2.3

notion clé :
Arccos

Définition 2.2
Soit f la restriction de la fonctionos a l'intervalle | = [0, 7].
SoitJ="f(1) =[-1,1].

On a : f continue et strictement décroissante sur un intervalle I.
Alors f admet une fonction g réciproque continue et strictement décroissante
sur J.

On appelle g Arccosinus et on note=gArccos.

y = Arccos(x) <= (x = cos(y) etye [0, 7])

vx €] — 1,1, (Arccos(x)) = \/11—

——.
Arccos est de classé> sur] — 1, 1] et de class€® sur[-1, 1].
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Arccos(1) = 0, Arccos@’ =z, Arccos@ =7, Arccos% = 3, Arccos(0) =

s
5
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Fonction Arctan Exercices
exercice B.2.4

exercice B.2.5

notion clé :
Arctan

Définition 2.3
Soit f la restriction de la fonctioman a l'intervalle | =] =7, 5.
SoitJ=f(l) = R.

On a : f continue et strictement croissante sur un intervalle |.

Alors f admet une fonction g réciproque continue et strictement croissante sur

On appelle g Arctangente et on note=gArctan.
-7 T
y = Arctan(x) <= <x = tan(y) et ye}7, E[)

vxeR, (Arctan(x) = iz

Arctan est de class€®° sur R.

Arctan est impaire.
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Arctan

-4 —2

Arctan(0) = 0, Arctani3 =% Arctany/3 = 3, Arctan 1=

V3

s

Z-

39
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2.2 Fonction logarithme, exponentielle et puissance

Fonction logarithme  Exercices
exercice B.2.6

exercice B.2.7
exercice B.2.8

notion clé :
Ln

Définition 2.4

La fonction x:— 1 continue sulR’. admet une primitive suR’_ (voir cours
sur les primitives).

La primitive qui s'annule pour x= 1 s’appelle la fonction logarithme.

on la note : x— In X.

Propriétés 2.1

i) f : x— Inx est définie et de clasg€® surR’,.
i) sia>0etb> Oalors:In(ab) =Ina+ Inb.
En conséquende : = —Ina.
iii) In est une fonction strictement croissante non majorée.

lim InX=+o00, lim InX= —cc.
X——400 X—0t

iv) In1 = Oetil existe un seul réel & Otel quelnc = 1.
Ce réel c s'appelle : e ~ 2.718par défaut a103 pres.
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1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

—0.2 x
—0.4
—o0.6
—o.8
—1
—1.2
—1.4
—1.6
—184 ]

41
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Fonction exponentielle Exercices

notion clé :
Exp

exercice B.2.9
exercice B.2.10
exercice B.2.11

Définition 2.5

y — X = Iny est continue et strictement croissante suf IR” , elle admet
donc une fonction réciproque que I'on appelle exponentielle définie sulR]

exp : X — expX = €%,

Propriétés 2.2
f : x — eXestde classé> surR.
f'(x) = e*.

f est strictement croissante sl et non majorée.

lim e* = +4oo0, lim e*=0.
X—+00 X——00

vxe R, eX>0, V(ab)e R? e¥P—edP

) el=1
iy e = 1.
iii) vx € R, In(eX) = x.

iv) x>0, e® = x.



2.2. FONCTION LOGARITHME, EXPONENTIELLE ET PUISSANCE 43

Remarque 2.1 (x) = u(x)"® = eV)m(u)),

Chaque fois que I'on étudiera une fonction qui aura la variable dans I'expo-
sant, on la mettra sous la forme d’'une exponentielle.
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Propriétés 2.3

Fonction puissance Soit ac R, la fonction x : — X est définie pour x 0 par
& — ealnx

notion clé :

Puissance C’est la fonction puissance.

Les régles d’opérations sur les fonctions puissances marchent.
Y(a,b) € R%, ¥x > 0,

i) x@ = ealnx,

i) XD = x@xP,

i) X2 = ()" = ()%,
iv) X%y? = (xy).

ATTENTION : Ces régles ne marchent quelque saiel que sk > 0.
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Comparaisons Exemples Documents
fonctions logarithme, exemple A.2.2 document C.1.1
puissance et exemple A.2.3

exponentielle
Propriétés 2.4

: . i) au V(+o0)
notion Cle_ . _ a) lim InX=+oo0, Va>0, lim X*= oo, lim e* = +o0.
Comparaison fonction X—00 X—+00 X—+00
. Inx _ In X _ eX
b) lim — =0, Va>0, lim — =0, lim — = +oc.
X—+o00 X X——+o00 X% X——+00 X&
_ (mx)”? . e
V(@ >0, 5>0), xilgloo x ngloo X T
Conséquence :

Va >0, IV(+o00), X € V(+00), 1<Ilnx<x*<eX
V(a>08>0v>0),3V(+0), VX V(+x), 1< (Inx)*<x’<
e

1
_6)(
V(a>0,6>0), IV(+o0), ¥XeV(+0), e 7 < vy
i) auV(0h)

a) lim Inx=—o0, Va >0, lim x*=0.

x—07F x—07t
b) lim XxInx=0", Va>0, lim X*lnx=0"

x—07F x—0t

V(a>0, 6>0), x¥Inx?=0".

Conséquence :
1
Va >0, 3V(0"), vxe V(0T), 1< |lnx < —.
XO(

Pour démontrer, on utilise les résultats\éu-oo) en posant = .

Ces résultats seront utilisés dans le calcul de limite et dans les intégrales géné-
ralisées.
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2.3 Fonctions hyperboligues

Définition 2.6 On pose

Fonction sinus
eX _ g—X

hyperbolique sh : x — £-° _ shx
; 5 :

Propriétés 2.5

notion clé : i) sh est une fonction impairesh(—x) = —sh(x).

Sh

i) sh estde classé™ surR.

_eXte™
=—

sh’(x) > 0 pour tout x réel.

vx € R, sh'(x)

iii) sh est une fonction croissante sk qui s’annule si et seulement six0.

10+

-3 -2 —1 1 2 3

—104
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Fonction cosinus
hyperbolique

notion clé :
Ch

Documents
document C.1.2

Définition 2.7 On pose

X —X
ch:x— o€ " _ chx= sh’(x).

Propriétés 2.6
i) ch est une fonction pairech(—x) = ch(x).

i) ch estde classé> surR.

eX _ g—X

vxe R, ch'(x)= Te = shx.

ch’(x) > 0 pour tout x réel positif ou nul.

ch’x=0 <«<— x=0.

ch est une fonction strictement croissante Rur et strictement décroissante

surR_.

i) o) VX e R, chx > shxcarchx—shx=e %> 0.
ee) Vx € R, ch® —sh?x = 1.
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Définition 2.8 On pose
Fonction tangente th - X —
hyperbolique

shx

chx’
x_e—x eZX_l 1_e—2x

eXteX eXy1 1+e-2

On a aussi thx =

notion clé : _
Th Propriétés 2.7

i) th estune fonction impaireth (—x) = —th (x).

i) th estde classé> surR.

1
\V/XE R, th/(X) - —2 :1—th2X.
ch“x
th’(x) > 0 pour tout x réel.
iii) th estune fonction strictement croissante Buet s’annule si et seulement

six=0.

iv) lim thx=1 lim thx= -1

X—+00 X——00

/
0.5 /

—0.5
7




50 CHAPITRE 2. FONCTIONS USUELLES

Formules Exercices

hyperboliques exercice B.2.12
exercice B.2.13

notion cle : o
Formules hyperboliqued’roprietes 2.8
V(a,b) € R?,

ch?a—sh?a = 1.
ch(a+ b) = chachb + shashb.

sh(a =+ b) = shachb £ chashb.

tha+thb
1+ thathb’

ch(2a) = ch?a + sh?a = 2ch?a— 1 = 2sh?a+ 1.
sh(2a) = 2shacha.

B 2tha
~ 1+théa

th(at+b) =

th(2a)
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2.4 Fonctions réciprogues de fonctions hyperboliques

Fonction argument
sinus hyperbolique

notion clé :
Argsh

Documents
document C.1.3

Définition 2.9
Sachant queh est une fonction de + R dans J= sh(l) = R qui est conti-

nue et strictement croissante, elle admet une fonction réciproque g que I'on appelle
argument sinus hyperbolique.

g se noteArgsh.

Vx e R, y=Argshx <= x=shy.

Propriétés 2.9

i) Argsh est impaire.
i) Vx€ R, Argsh’x =

X2+ 1
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sh

/
24 / rgsh

Argshx = In (x + m) .
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Fonction argument Documents
cosinus hyperbolique documentC.1.4

notion clé :

Argch Définition 2.10

Soit f la restriction a I= R dech.

Ona:J=ch(l) = [1, +o0l.
f est continue et strictement croissante, elle admet une fonction réciproque g
gue I'on appelle argument cosinus hyperbolique.

g se notéArgch.

Vx> 1 y=Argchx <= (x=chyety>D0).
Propriétés 2.10
i) Vx €1, +oo[, Argch’x =

X2 1

—1-
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i) ¥x> 1, Argchx = In <x+ VX2 — 1) .
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Fonction argument Documents
tangente hyperbolique document C.1.5

notion clé :
Argth Définition 2.11

th est une fonction de+ R dans J=th(l) =] — 1,1].

th est continue et strictement croissante sur |, elle admet une fonction réci-
progue g que I'on appelle argument tangente hyperbolique.

g se notéArgth.

vx €] — 1,1, y=Argthx <= x=thy.
Propriétés 2.11

i) Vx €] —1,1], Argth’x = !

1—thy 1—x

i) Argth estimpaire.

rgth

—2-

—3-
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. 1 1-x
i) Yxe]—1,1], Argthx = Eln(1+x>'

Remarque 2.2 On doit connaitre les expressions sous formes logarithme des fonc-
tionsArgsh, Argch etArgth car elles apparaissent dans le calcul de primitives.
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3.1 Formules de Taylor

Formule de Taylor
Lagrange

notion clé :
Taylor

Exemples

exemple A.3.1
exemple A.3.2
exemple A.3.3

Définition 3.1 (Taylor-Lagrange)
On suppose que f est de clagse sur [a, b]. Alors :
pour tout ne N, il existe ¢ €]a, b[ tel que :

"

f @
2!

f(B) = f(@)+ (&) (b—a)+ 2 (e

"

B / f (a) 2 f n n+1
f(x) =f(a)+f (a)(x—a)+7(x—a) +-e o (x—a) +W(X—a)
D) (cp) n+1 D) (cn(x)) Nl o
Ry = m(b —a)" ou Ry(x) = WO( —a)""" s’appellent
reste de Lagrange.
Définition 3.2 (Mac-Laurin Lagrange)
C’est la formule de Taylor-Lagrange pour-a0.
Pour tout x€]0, b], il existe ¢(x) €]0, x| tel que :
_ o 1O o f0(0) o, F™(en) it
f(x)=1(0) +f (O)X+T ok X G X

Remarque 3.1 Ces formules seront utilisées
i) pour encadrer une fonction par des fonctions polynémes.

i) pour le développement d’'une fonction en série entiére (voir dans un autre

regroupement).
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Formule de Exemples
Taylor-Young exemple A.3.4
exemple A.3.5
notion clé : Définition 3.3 (Formule de Taylor-Young)

Taylor-Young On suppose que f est de clag&® sur [a, b] alors pour tout ne N, il existe

une fonctiorep avecxlimagn(x —a) = 0tel que

£(n) (a)

£ = f(@)+ (@ (-2 + o (a2

2|

(x—a)"+(x—a)"en(x—a).

Définition 3.4 (Formule de Mac-Laurin Young)
C’est la formule de Taylor-Young pour=a0.
vn, Jep avec limosn(x) = Otel que

X—

: (0 f(M(0
f(x) =f(0) +f (O)x+ %xz +- 4 #x” + X"en(X).
Remarque 3.2 Ce développement est essentiellement local ; il interviendra dans
le développement limité d’'une fonction au voisinage d’un point.
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3.2 Developpements limite

Définition Exemples
exemple A.3.6
notion clé : __ Définition 3.5
Développement limite C’est I'approche quand c’est possible d’'une fonction par une fonction poly-
ndéme au voisinage d'un poing X< € R ou X = +0).
i) Xo=0.

Soit f une fonction définie dans un voisinage de 0 sauf peut-étre en 0; on
dit que f admet un développement limité (d.l.) a I'ordre N au V(0) s'il
existe un polyndmeRle degré< n tel que
f(X) = Pn(X) + X"g(X), g(x)mo

La partie polynomiale d’un développement limité s’appelle la partie régu-
liere.

i) X € R.
On pose t= x — Xg alors f(x) = f(t + xg) = g(t) ette V(0).
f aura un d.l. & I'ordre n au \{xg) si et seulement si g admet un d.l. a0y
alordre n

gt) = Pn(t) +t"e(t)
F(X) = Pn(Xx—X0) + (X = X0)"e(X — X0)
i) Xg = +oo0.
On pose t= + alors f(x) = f(}) = g(t) et te V(0).
f aura un d.l. a l'ordre n au {+o0) (resp. M—o0)) si et seulement si g
admet un d.l. au YO) & l'ordre n

g(t) = Pn(t) +t"=(t)
fx) = Pn(3) +5me(3)
Par la suite, on étudiera les propriétés et les regles peueX0.

Remarque 3.3 Si f est définie au W) (resp. MXy )), on dit que f admet un d.1.
a l'ordre nau V(x{) (resp. My ))-
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Propriétés Exemples
exemple A.3.7
exemple A.3.8

notion clé :
Propriétés sur les d.l.  Propriétés 3.1
i) Unicité.
Si f(x) = An(X) + X"e(X) = Bn(x) + x"¢(x) avec deg A< netdeg h < n
alors A, = B,

i) Troncature.

n
Sif(x) = > aw +x"e(x) avecs(x) — 0 quand x— O alors
k=0

P
f(x) = Z ax " xPz(x) avece(x) — 0 quand x— 0, pourtoutp 0 < p <n
k=0

i) Parité.
Sif est paire, alors le polyndme, &st pair.
Si f estimpaire, alors le polynéme, &st impair.

iv) Limite.

n
Si f admet un d.l. au 0) a l'ordre n avec A(X) = » _ax* alors f admet
k=0
une limite en O qui est@
f est donc prolongeable par continuité en 0.
f admet une limite finie en 0 est donc une condition nécessaire pour que f

admette un d.l. en 0.
v) Dérivabilité. ]
Si f admet un d.l. au {0) alordre n > 1avec A(x) = » axetsig
est le prolongement par continuité de f en 0 alors g egiodérivable en O et
g'(0) = ay.
vi) Primitive.

n
Si f admet un d.l. au {0) a l'ordre n avec A(x) = » _ ax“ et si f admet
k=0
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une primitive F au \0) alors F admet un d.I. au ¥0) a l'ordre n+ 1 avec

n xk+1
Ans1(X) = Zakk+ 1 +F().

=0
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Toutes les fonctions qui vérifient la formule de Mac-Laurin Young ont pourriout

Développements un d.l. auv(0) a I'ordren qui est donné par cette formule.
limités au V(0) de Ce sera le cas pour les fonctions qui figurent dans ce tableau.
fonctions usuelles
X X3 X"
e” = lixtotgt o +ﬁ+x”5(x)
notion clé : 2 ooxt x2n 2n+1
Tableau de d.l. chx = Iyttt e X g
) - 55 x2n+1 o2
sSnXx = X+§+§+ +m+x €(X)
X2 x! n in 2n+1
: _ S X n 2n+2
sin X = X—§+§+ +(_)m+x E(X)
1 = 1-x+x— s (=)™ + X e(x)
1{ X
= 14x+X+ s X X (X)
1=x 2 3 n
X¢ X X
Im(1+x) = x—5+ 3 e +(—1)”+1F + X"2(x)
2 X3 n
X X
In(l-x) = X —F+x”5(x)
Arctanx = X X + X +(=1)" e + X222 (x)
B 3 5 2n+1
By x2n+1 o2
Argthx = X+§+€+ ‘f‘m—f—x 6(X)
~1 “1(a—-2) - (a—n+1
(1+x)" = 1+aX+7Q(a2' )y .. qolez Dl r?, =N Dy e

Remarque 3.4 Les développements éecsin et Argsh s’obtiennent a partir des
1

développements de et )
PP V1-x2  1+x2
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Reégles de Calcul Exemples Exercices Documents
exemple A.3.9 exercice B.3.1 document C.2.1
exemple A.3.10

notion clé : exemple A.3.11

Régles de Calcul des d.gxemple A.3.12
exemple A.3.13

Propriétés 3.2
i) Somme.
Sif(x) = An(X) +X"(X) et si gx) = Bn(X) + x"e(x) alors h= (f + g) admet
und.l. au(0) al'ordre n

h(X) = (An(x) + Bn(x)) + X"=(X).

i) Multiplication par un scalaire.
Si f(x) = An(X) + x"e(X) et siA € R alors h= Af admet un d.l. au Y0) &
I'ordre n
h(x) = MAn(X) + X"e(X).
i) Produit.
Sif(x) = An(X) + X"e(x) et si gX) = Bn(X) + X"e(x) alors h= fg admet un
d.l. au V(0) & l'ordre n

h(X) = Cn(X) + X"e(X).

Cn(x) est le produit A(X) x Bn(x) en ne gardant que les termes de degré.

iv) Composition.
Soit Ux) = An(X) + X"e(x) au V(0) tel que u= u(x) — 0.
Soit f(u) = Bp(u) + u"e(u) alors : g=f ou admet un d.l. & l'ordre n
g(x) = Cn(X) + X"e(x)
ou G, est formé par les termes de degré au plus n de la fonction polynéme
Bn (An(X)) -

Attention : bien s’assurer que & V(0) pour pouvoir utiliser les d.l. connus
dans le tableau des d.I. au(¥).

V) Inverse et quotient.
Soient {x) = An(X) + X"e(X) et g(X) = Bn(X) + X"e(X)
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a) )l(ii%g(x) # 0 alors

h= :_J admetun d.l. au \0O) al'ordre n :

h(x) = Cn(X) + X"e(X)

C, estle quotient de la division suivant les puissances croissantes a I'ordre
n de A par B,.

b) lir% gx)=0
X—

o) )l(i_r%f (X) # 0 alors h n'a pas de limite finie et par suite-h g n'a pas

de d.l.
o) lir%f(x) = Oalors hauraund.l. siet seulementlﬁi% h(x) est finie.
X— X—

La démonstration sera donnée dans le document annexe, il y a aussi un
exemple qui l'illustre.
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Développements
limités pour xg # 0.

notion clé :
D.l. prés d’'un point

Exemples Exercices
exemple A.3.14 exercice B.3.2
exemple A.3.15 exercice B.3.3

Définition 3.6
i) X € R
En général, on poset x — xg et f(x) = f(t + Xg) = g(t).

f admetun d.l. au Ykp) a I'ordre n si et seulement si g admet un d.l. a(0y

al’ordrenn.
_ k n : _
g(t) = kz_; at* + t"=(t) aveclim =(t) = 0.

F(9 = D a(x—x0) + (x = x0)"s(x = xo) avec lim £(x — xp) = 0.
k=0

Attention La partie polynomiale est en puissance (@e- xg). On ne déve-
loppe pas.

i) Xo==+o00
On pose t= 1 et f(x) = f($) = g(t) alors t€ V(0).
f admet un d.l. au Y4oo) a 'ordre n si et seulement si g admet un d.l. au
V(0) a l'ordre n.
n

_ k n ; _
g(t) = g at* + t"=(t) aveclim =(t) = 0.

f(x)—zn: 1+i (})avec li (})—O
_k—oakxk X1\ x—too Cox) T

AttentionLa partie polynomiale esten puissance%dn ne doit pas réduire
au méme dénominateur.
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Développements
limités généralisés ou
asymptotiques

Exemples
exemple A.3.16
exemple A.3.17

notion clé :
D.l. Généralisé ou
asymptotique

Définition 3.7
Soit f une fonction définie au(0) et de limite infinie en 0.

On dit que f admet un développement limité généralisé a I'ordre n @) V
lorsque la fonction g définie par

9(x) = xf(x)

admet un d.l. limité & I'ordre R~ p au V(0) c'est-a-direon a :

XPf(X) = ag + X + - - - + anpX" TP + XM Pe(x)
d’ou

QO a
ﬁ+F+...+ap_|_...+an+pxn—|—xn€(X)

f(x) =
o 8§X> -
On peut encore dire si f est de la for S etgaund.l.en0Oalordre A p
alors f aun d.l. généralisé a I'ordre n en O.

Remarque 3.5 On peut remarquer qu’un d.l. généralisé a0y a comme partie
réguliere une fonction polynéme en x et un nombre fini de termes (au maximum p)
en puissances négatives de x.

On peut remarquer qu’un d.l. généralisé aldbo) a comme partie réguliere
une fonction polynéme @et un nombre fini de termes (au maximum p) en puis-
sances négatives (%edonc un nombre fini de termes (au maximum p) en puissances
positives de x. Au 4o0), on dit aussi développement asymptotique.

Si f admet un d.I. généralisé en 0, alors il existe gN* tel que ¥f(x) a une
limite finie en O.
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Etude des branches
infinies d'une courbe

Exemples Exercices
exemple A.3.18 exercice B.3.4
exercice B.3.5

notion clé :
Asymptote

Définition 3.8
On étudie au V+o).
i) Xgrfoof(x) =beR.
La droite d’équation y= b est asymptote a la courli# quand x est au
V(+00).

ii) )l(ir%f(x) = +o0.
La droite d’équation x= a est asymptote a la courlfe quand x est au \4).

il ligrn f(x) = to0.
X——400
Si f admet un développement généralisé au voisinagexec’est-a-dire :

f(x) =a® +axP 4+ +ap+a 1}+---+an i—i-ié(})

x Py T
alors la courbeCy ot g(x) = agx? + a;xP~1 + - .- + a, est asymptote a la
courbeCs quand x est au W4-00).

lim f(x)—g(x)=0

X——+00

Le signe de fx) — g(x) au voisinage deroo permet d’avoir la position de
Ct par rapport aCyg.

Sif(x) — g(x) > 0, Cs est au dessus d& au V(+oo).

Sif(x) — g(x) < 0, Ct est au dessous dg au V(+oo).

Il en serait de méme pour X au voisinage-deo.
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3.3 Fonctions équivalentes au voisinage d’'un point

Définitions

notion clé :
Equivalent

Exemples Exercices
exemple A.3.19 exercice B.3.6
exercice B.3.7

| désigne un intervalle qui e$t(xp) ouV(x§) ouV(xy), Xo € R ouxp = +oc.
Définition 3.9
f est équivalente a g au voisinage dget on note
f
Xog
Si
3, xel, f(x)=g(x) (1+£(X) = gx)+g(x)=(x) olie(x) — O quand x— X

Sil=V(x{), on note fig ete a une limite a droite égale a 0.
%o

Sil =V(x, ), on note f~g ete a une limite a gauche égale a 0.
Xo

Définition 3.10 (la plus souvent utilisée)
Si g ne s’annule pas dans un voisinage gsauf peut-étre enpalors

(¥
fro lim —— =1
) T < gx)

Pour une fonction f donnée, il y aura plusieurs fonctions équivalentes a f au

V(Xp) : on cherchera toujours, si possible, la plus simple.

Définition 3.11
Sixlin)}of(x) = 400, on dit que f est un infiniment grand au voisinage gle x

Sixlirrxlof(X) = 0, on dit que f est un infiniment petit au voisinage ge x

Equivalent d’une fonction qui admet un d.I. §{ixp).
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Propriétés 3.3
) X €R
f(X) = ap(X—X0)P+ap+1(X—X0)PT1+- - -+an(X—Xo)"+(X—Xo)"e(X), ap #
0
alors

f(X)ap(x —x0)°

f est équivalent au termmeon nul du d.I. de degré le plus bas par rapport a x.

b)xoziool 1 1,1
F) =@ +@prigim + - +anm +5pe(X), 8 #0
alors

1
f(X)~ap s

est équivalent au termson nul du d.l. de degré le plus bas par rapport a

X —h
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Propriétés

notion clé :
Propriétés des
équivalents

Exemples
exemple A.3.20
exemple A.3.21

Propriétés 3.4
i) “~" est une relation d"équivalence sur 'ensemble des fonctions définies
sur | — {xp} c’est-a-dire :
a) f(x)%f (X).

b) Si f(x)%g(x) alors g(x)rxzf (X).
c) Si f(x)%g(x) et g(x)%h(x) alors f(x)%h(x).

ii) (u(x)rx\(;v(x) et Xh_)rg(lo u(x) = ) — Xll_)IIXIO V(X) =a
c’est-a-dire deux fonctions qui sont équivalentes au voisinage d’un point ont
méme limite en ce point.
On utilisera souvent cette propriété ; quand on voudra trouver la limite d’'une
fonction en un point, on essaiera souvent de trouver une fonction équivalente
au voisinage de ce point.

Attention!!! La réciproque n’est pas vraie.
u(x) = x et [x) = x%, xg = 0.

, L . e V(X
On a u qui n'est pas équivalente a v car (seconde deflnltu<x —>00 et
X—

pourtant elles ont méme limite.

i (u<x>%u1<x> et v(x);;vl(x)) — UV MY

Si de plus ¥x € |, X # Xo, V(X) # O, (u(x)rx\(;ul(x) et v(x)%vl(x)) -

u(x) (X

V(X) %o V1 (X)

c’est-a-dire I'équivalent d’un produit est le produit des équivalents et I'équi-
valent d’'un quotient est le quotient des équivalents.

On appliguera cette propriété chaque fois que I'on fera I'étude locale d’'une
fonction f qui se présentera sous la forme d’un produit ou d’'un quotient.

iv) u(x)%v(x) — (VX € |, u(x) et (x) ont le méme signe
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c’est-a-dire I'étude locale du signe de u est amenée a I'étude locale du signe
dev.

V) si u(x)noa € R* alors u(x)fx\;a.
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Pieges avec les
équivalents

Exemples
exemple A.3.22
exemple A.3.23

notion clé :
Pieges avec les
équivalents

ATTENTION

i) u(x)%O!!! est faux sauf si’x € V(Xp), u(x) = 0 : cas qui ne présente

aucun intérét.
Ul(X)EVl(X)

Uz(X) V()
On ne peut le faire que pour le produit ou le quotient mais pas pour la somme.

ii) n'implique pasus (x) + uz(x)Bzvl(x) + Va(X)

iii) u(x)rgv(x) n’implique pasf (u(x)) Ef (V(X)).
En général, on ne peut pas composer les équivalents.
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Cas particulier Exemples Exercices Documents
exemple A.3.24 exercice B.3.8 document C.2.2
exercice B.3.9
notion clé :
Négligeable Propriétés 3.5

i) Somme
SiauMXp), f est négligeable par rapport & g alors

(F(x) +9(x)) ~-9(x)

Remarque
On dit que f est négligeable au(Xy) par rapport a g si {x) = g(x)e(x)
aveclim ¢(x) = 0.
X—Xp
f(x) = xetgx) = ¥

f est négligeable par rapporta g au¥oo) car f(x) = g(x)x)—l(, thJP o
0.

g est négligeable par rapport a f au(®) car g(x) =f(x) x x, limx=0.

X—
i) Composition
a) [ u(x)~v(x)et | lim u(x) # 1ou lim u(x) =+ = | Inu(x)~ In v(X
) (g0 et Jimy w09 £ Lou Jim ux) = 00 ) ) — (muiz v
On peut composer les équivalents altea condition que u V(1).

b) Va € R, (u(x)%v(x) et ux) > 0) — u(x)arx\(;v(x)a.

c) (u(x)%v(x) et lim u(x) — v(x) = 0> — e”(x)%e"(x).
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Equivalents de Exemples
fonctions usuelles exemple A.3.25

Propriétés 3.6

notion clé : :
. : ) xe V(0
Equivalents de fonctions ) ©
usuelles X2

inx~x, (€*—1)~x, In(1+X)~X X—1)~— =
Smo’( )0, n(+)o,(cos )0 5

2

X

(14+x)%—1)~ax, tanx~X, shx~x, Arctanx~x, (chx—1)~—
0 0 0 0 02

i) xe V(1)
Inx~(x—1), x*—1l~a(x—1)
1 1
Attention!'!
i) Xe€ V(+00), Ya € R, <lnx ~ X* et e Xa)
+0o0 +00

i) xe V(0), Va € R, lnXo(;JXO‘
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76
Applications Exercices
exercice B.3.10
exercice B.3.11
notion clé : exercice B.3.12
Applications exercice B.3.13

exercice B.3.14

Les développements limités et les équivalents sont des outils puissants utilisés
localementpour la recherche d’équivalents, le calcul de limite et le comportement
asymptotique (branche infinies) d’une fonction en un lieu.

On essaiera au maximum d'utiliser les équivalents car c’est plus rapide que les
d.l. a condition de pouvoir appliquer les regles sur les équivalents sinon on passera
par les d.l.

lls serviront aussi dans ce regroupement pour I'étude d’intégrale généralisée et
dans un autre regroupement pour I'étude des suites ou séries numeérigues.
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3.4 Exercices bilan

Exercices bilan : d.|.  Exercices Exercices

exercice B.3.15 exercice B.3.19
exercice B.3.16 exercice B.3.20
exercice B.3.17 exercice B.3.21
exercice B.3.18 exercice B.3.22

notion clé :
Exercices bilan d.I.

Dans tous les exercices ci-dessus,

DLn(Xp) def signifie d.I. def enxp a l'ordren.
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Exercices hilan :

équivalent

notion clé :
Exercices bilan
équivalent

Exercices

exercice B.3.23
exercice B.3.24
exercice B.3.25
exercice B.3.26

Exercices

exercice B.3.27
exercice B.3.28
exercice B.3.29
exercice B.3.30

CHAPITRE 3. CALCUL DE LIMITE
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A.1 Exemples du chapitre 1

ExempleA.1.1 Voisinage d’'un point

]-3,-1],1-1.1,-0.9] sont des/(—1).
ExempleA.1.2 Fonctions réelles

fix—x, g:X— X h:x—sin(x).

f, g eth sont trois fonctions de la variable réelle a valeurs réelles.

ExempleA.1.3 Domaine de définition

fi : x— 2x+ 1. D = R, fonction affine.

f, : x— x3+3x%+ 1. D= R, fonction polynéme.
f3: x— Xz—j{l D = R — {0}, fonction rationnelle.
fg : X—sin(x). D=R.

fs : x— VX2—-1. D={xeR|x>1loux< -1}

ExempleA.1.4 Fonction strictement croissante

f : x — x2 est strictement croissante g(r2] mais n’est pas monotone su1, 2].

ExempleA.1.5 Fonction bornée

f(x) = sin(x) est bornée sur R carl < sin(x) < 1.

ExempleA.1.6 Fonction minorée

g(x) = x?> — 1 est minorée sur R cayx) > —1 mais n’est pas majorée.

ExempleA.1.7 Parité

f(x) = 2+ x? — 3x* est paire sur R.
g(x) = x® + x estimpaire sur R.
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ExempleA.1.8 Périodicité
f(x) = sin(X) : la période dé est 2r.
g(X) = sin(3x) : la période dey estZ.

ExempleA.1.9 Limites de fonctions

. . .1
lim X% = 9, lim X% = ~+o00, lim —=0.
x—3 X—+00 X——+00 X

ExempleA.1.10 Limites

k(x) = X2.

Ona lim k(x) = lim k(x) = 4.ka une limite au poink = 2.
x—2+ X—2~

ExempleA.1.11 Limites

f(x) =1+ L.

Ona lim+f(x) = —o0, lim f(X) = +o0.
X—1 X—1—
f a une limite a droite différente de la limite & gauche au poiatl doncf n'a pas de limite au point = 1.

ExempleA.1.12 Limites

Ona li X)=1 X) = —1.
D 900 =1 T 969

g a une limite a droite différente de la limite a gauche au priat 1 doncg n’a pas de limite au point
x=1.

ExempleA.1.13 Continuité

f(x) = x2.
Onaf(2) =4 etlin%f(x) = 4. Doncf est continue au point= 2.
X—
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ExempleA.1.14 Continuité a droite

1 .
F(x) = % six<1

1 six=1
lim f(x) =1="f(1), lim f(x) = —1%f(1).
X—1+ X—1—

f est donc continue a droite en= 1 mais n’est pas continue a gauche, par sitéest pas continue en
x=1.

ExempleA.1.15 Fonctions continues

a) Les fonctions polynémes sont continues sur R.

b) Les fonctions rationnelleg% sont continues sur R {x | Q(x) = 0}.
c) Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

d) Les fonctions,/P(x) ou P est une fonction polyndme sont continues &uf P(x) > 0}.
ExempleA.1.16 Maximum, minimum

f(x)=x% f([-1,2]) =[0,4.

Ona:m=1f(0)=0etM =f(2) = 4.

ExempleA.1.17 Maximum, minimum

f(x) =sin(9. 1([0.5]) = 2.1

Ona:m=f(3)etM =f(%) = 1.

ExempleA.1.18 Taux d’accroissement

f(x) =x%, % €R.

Alors 7y, (h) = f(xo+hr)]—f(xo) _ (xo+r;])2—x5 2hx%+h2

=20+ h.

%ir%Txo(h) = 2x9. d'ou f’(xg) = 2xo.
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ExempleA.1.19 Tangente a une courbe

f(x) =x2, X =2.

Au pointxg = 2,ona f'(2) = 4,f(2) = 4.

La droite d’équatiory = 4 + 4(x — 2) = 4x — 4 est une approximation a{(2) de la parabole d’eéquation
f(x) = x2. C’est donc la tangente & la courbe au pdi(®, 4).

ExempleA.1.20 Différentielle d’'une fonction

f(x) =x%, df =2xdx

ExempleA.1.21 Fonction de classg’

a) f1 : Xx— ag+aix+ax?+---+ax". f;estde classé> sur R. fi(X) = ap +ax+- -+ nanx" 1.
b) f2 : x —sin(x). fy estde class€> sur R. f5(x) = cos(x).

c) f3 : x— cos(x). fzestde class€> sur R. f(x) = —sin((x).

d) f4 : x— X fgestdeclassé®surRf. fj(x) = 1.
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A.2 Exemples du chapitre 2

ExempleA.2.1 Réciprogue d’'une fonction

Soitl = RT etf(x) = x%.

f est continue et strictement croissante sur un intervadllersf admet une fonction réciproqugedéfinie

sur RT.

ExempleA.2.2 Comparaison de fonction

On va montrer que

_ 1
VX e V(+00), f(x)=e X < i
Ona: .
Va >0, 3V(+00), VX e V(+o0), €*< @
3
Alorsf(x) < *x_1 :
Xa Xa—3
Si on applique ce résultat en particulier paus 5, on a donc
1
AV (+o0) tel quevx € V(+00), f(X) < 2

ExempleA.2.3 Comparaison de fonction

Montrer qu’auV(0*),

|Inx] 1

f(x) = <

TR S
et 1
f(x) > —=
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1
AuV(+o00),0na:|Inx| > 1 doncf(x) > —.

VX
. 1
On sait queva > 0, IV(01), vx e V(01), |Inx < —
XO[

1 1 .
doncf (x) < —, on aurd (x) < — si on prendy = 3.
X4~ 2 X4
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A.3 Exemples du chapitre 3

ExempleA.3.1 Formule de Taylor-Lagrange

f(x) =eX. Onprenda=1,b=xetn=3.

Vx € R, f est de classé> sur[1, x].

fM(x)=eXdoue*=1+e(x—1) + %e(x— 1)+ %e(x— 1)% +

ExempleA.3.2 Formule de Mac-Laurin Lagrange

1
IeCX(x —1)% o €1, X

Soitf(x) = In(1 + x) alors pourx > 0,0n a:

2
x—; <In(l+x) <x

En effet en appliquant Mac-Laurin Lagrange x| pourn = 1.

Sachant qué/(x) = 115 etf’(x) = _(1jx)2
X2

ElCl(X) 6}07 X[? hl(l + X) =X=7 (1+c1-(x))2

<1

Commec () > 0,0na: 0< o <

< 2
doux<In(1+x) <x—%.

ExempleA.3.3 Approximation de e

5
R ) 1 L R
On va montrer que le nombre e peut étre approché par le noEbrﬁ avec une erreur inférieure 219

k=0
On applique la formule de Mac-Laurin Lagrange a la fonction exponentiell0siir pourx = 1 avec

n=>.
1 1 1 1 e°
Onae:1+1+§+§+E+§+aavecce]o,l[
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On a 396
_ " 1032
O<e 120< 0

ExempleA.3.4 Formule de Mac-Laurin Young

On applique la formule de Mac-Laurin Young a la fonctfon x — e*.
f est de class€> auV/(0) alors sachant quén € N, f(W(0) =1, 0n a:
eX = Pp(x) + X"e(x), 5(x)—60
X—
X x3 X
Pn(x):1+x+§+§+---+ﬁ.
ExempleA.3.5 Formule de Mac-Laurin Young

On applique la formule de Mac-Laurin Young a la fonctfon x — sin x.
f est de classé> auV(0) alors sachant quén € N, f(2V(0) = 0 etf @+ (0) = (-1)", 0n a:

sin X = Popp1(X) + X2 2¢(x),  e(x)—0

X3 0 X2n+1
P2n+1(X) =X— ——l—---—l—(—l) <n+1)'.

3!
ExempleA.3.6 D.|

Soitf(x) = 14 x2 — 5x3 4+ x°.
Le d.I. def & I'ordre 3 auv(0) est

f(X) =1+x -5 +x3%(x), exX)=x*—0

ExempleA.3.7 d.l.

f(x) = 1+ 3x+ 5 + x3(x).
Alorsona:
f(x) = 1+ 3x+x%c1(X)
f(x) = 14 3x+ xe2(X)
f(x) = 1+e3(x)
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ExempleA.3.8 d.l. et primitive

Soitf admettant une primitivé auV(0) avecF(0) = 3.
On suppose queadmet un d.l. a(0) a I'ordre 3 tel que :

f(X) =1—x+ 232 — &S +x3(x),

on a alorsF qui admet un d.I. a I'ordre 4 au(0) tel que :

F(x) :3+x—%x2+§x3—x4+x45(x)

ExempleA.3.9 Addition de d.l.

d.l. def (x) = sinx — 2shxenxg = 0 etn = 3.
Ona:sinX =X — § + x32(x) et shx = x + § +x32(x).

Alorsf(x) = —x — X—23 + x32(x).
ExempleA.3.10 Produit de d.l.

Soitf(x) = e*cos(2x).
On cherche le d.I. depourxy = 0 etn = 4.

Réponse :
eX = 1—|—X+X—22+§+Z—T+X4€(X).
cos(2X) = 1 — 2x% + 2x* + x*(x).

Doncf (x) = 1+ x — 3x2 — 3 — Lx* 4 x*e(x).
ExempleA.3.11 Composition de d.l.

On cherche le d.l. d&(x) = e*™X pourxy = 0 etn = 4,

Réponse :
u(x) =X — ’é—s, + x*(x) avecu = u(x) ?Oo.
f(x) = e avecu € V(0).
w o uwd ot

f()—l—l—U+§+§+—+u$()

91

(A.1)



92 ANNEXE A. LES EXEMPLES

x3
u = x—§+x4a(x)

w = x2—§+x4g(x)
B = 34+ x%(x)
ut = X xe(x)

Par suite en remplacant das ), on a:
2

£(x) :1+x+%—§+x“g(x)

ExempleA.3.12 Quotient de d.l.

On cherche le d.I. d&(x) = %( pourxp = 0 etn = 3.

Réponse :
2
eX:1+x+X7+§+x35(x), e=1+#0 .
Le quotient de la division suivant les puissances croissantestde dar 1+ x + % + % a l'ordre 3 est
XX X
1- % + 7 donc
X2 x3

) =15+ 3 +xe(x).

ExempleA.3.13 Quotient de d.l.

On va donner s'il existe le d.l. a(0) a 'ordren = 3 des quotients suivants.
f(x)  1+4+x

3) hix) = g(x) eXx—1-x
Ici g(0) = 0 etf(0) =1:iln'y apasded.l.
b) hix) = ) X

gx) ex—1-x
Ici g(0) =f(0) =0.0Ona:

) — X B 1 = f(x)
VT w3 r R
2 3! 2 3!

f1(0) = 1 etgy(0) = 0:iln’y a pas de d.l.
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f(X) cosx—1

c) h(x) = g =

(x) eX—1-x
Ici g(0) =f(0) =0.0Ona:

X2 X X3
cosx—1=—> +x%(x) et e&—1—x= S+ +x%(X)
f — % 4 x=(X o
donch(x) = 19 =7 2X+ ) aprés avoir simplifié pac®.
X)) 3+ +xe(x)
hn% h(x) = —1.llyaund.l. mais on 'aal'ordre 1 car on a le d.|. leet deg; a I'ordre 1. Cela vient de
X—

la simplification pax? qui a abaissé I'ordre de 2 donc si on veut le d.Ihdel’'ordre 3, il faut prendreg
etf al'ordre 5.
2 X4 1 2
h(x) = RS R I R et
Y 3 5 - 2 3
XX L R G L4 X4 E 2 e(x)
On calcule le quotient obtenu en faisant la division suivant les puissances croissantes a I'ordre 3 de
2 2 3
L+ ¥pari+i+ 5+

3

2
. X X X
On trouve :—1 + 3+ 18 — 135

Par suite ) 2
_ XXX 3
h(x) = -1+ 3 + 18 135+ X°e(X)

ExempleA.3.14 D.l. en un point non nul

f(x) =Inx, xo=1letn=3.
2 3
On poset = x— L alorsf (x) =g(t) =In(1+1) =t — 5 + 5 + t3(t), te V(0).

(x-1% (x-1°

Doncf(x) = (x— 1) — > + 3 +(x—1%e(x—1).

On ne développe pas.
ExempleA.3.15 D.l. al'infini

1— x4+ x?
) =112

On pose = + alorsh(x) = g(t) =

Xp = +oo etn=3.

t2—t+1

ﬁ, tev<0).
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On cherche un d.l. dg en faisant une division suivant les puissances croissantes a I'ordre 3.

On trouve
t t2 3

1 3

Pal’ SUitd (X) = E — 5( + m + 4X3 + SE(X).

On ne doit pas réduire au méme dénominateur.

ExempleA.3.16 D.l généralisé

La fonction définie paf ( ; admet un d.I. généralisé a(0) a I'ordre 3 car }g(x) = x?f(x) = e*

admetund.l. a I ordre

5
gx) =1+x+% +3,+
Par suite,

X)
aul
X_4

1 1 1 x x X
f(x) = 25 +2+3'+E+§+X€()

ExempleA.3.17 D.l. généralisé
La fonction définie paf (x) = x? (e% - 1) admet un d.I. généralisé a(+oo) a I'ordre 1.

t

En effet, en posarit= %,onag(t):t—z, t € V(0).
Commeé—1:t+§+t3—3!+t3e(t),ona:
1 1 t
)=+ 2+ - +te(t
gt) = T+ 5 + g + (V)

Par suite

1 1
f(x) =x+ 1+6<+ QE(X)

ExempleA.3.18 Asymptote
fF(x) =2 (e ( X - 1) : étude aw (+o0).
On a déja déterminé le d.l. généralisé de cette fonction dans I'exéklE7. On avait trouvé

1 1
f(X) =x+1+ ox )—(5(x), X € V(+00)
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La droite d’équatiory = x + 1 est asymptote a la courbe tlear
lim f(x)—y=0

X——+00

De plus,f(x) —y= & + 3c(%) > 0
la courbe est au dessus de I'asymptot&/éatoo).

ExempleA.3.19 Equivalent
AuV(0),ona

eX—1)~

(e* — 1) ~x
Eneffet: & — 1=x+ $x2 + 23 +x32(X) = X+ X (3X + £%%) + X3(X) = X + Xa(X)
aveca(x) = 3x + £x% + x2e(x) et lim o(x) = 0

X—

On retrouve la premiere définition.

On peut aussi le voir en utilisant la seconde définition :

X3

eX— 1 x+ X421 x3(x) X X2
— -2 6 =1+ +— +x%e(x)—1
X X 2 6 x—0
Par suite, on utilisera le fait qu&‘e- 1 admet un d.l. a¥(0) donc
eX — 1) ~x
(¥~ 1)

ExempleA.3.20 Opérations sur les équivalents

2 , . , . . . .
Sachant quein XBJX, CosX — 13% etln (1+X) %Jx, on désire déterminer la limite en 0, si elle existe, de

_ _cosx—1
f (X) " sinxIn(x+1)"

On commence par chercher un équivalent ce qui est facile parce que la fonction se présente sous la forme
de produit et quotient.

X
-5 1
On af (X)~g(X) = —2 = —=.
(X)>0X) = —F = —3
Les fonctiond etg sont équivalentes en 0 donc elles ont méme limites par suite

1
Iimf(X) = —=
XE% ) 2
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ExempleA.3.21 Opérations sur les equivalents

( 1—2x2 — l) cos(2x)

sin X

Sachant quél + x)* — 1f604X etsin X~X, on détermine un équivalent déx) =
auV(0).

1
V1—2& = (1-2x%)? avec %% € V(0) donc

\/1—2x2—1r5—x2

lim cos(2x) = 1 donCcos(ZX)rgl etsin XX

X—

f est sous forme de produit et de quotient de ces fonctions donc :

2
—X
f(X)ET = —X

ExempleA.3.22 Somme de deux équivalents

Ceci est un contre-exemple pour montrer que I'on ne peut pas, en général, ajouter les équivalents.

Soitf (x) = g(x) — h(x) + k(x) ou

9(x) = Fll
1
h(X) = 2
(x+1)
X =
Xo = 0.
Ona

0~e(¥) =1 hp)~h(x) =1, KX)~ka(x) =

On agl(x) — hl(X) + kl(X) = )—2(

X (X2 +3x+3) 3x
(Xx+1)%(x+2)0 2
Or % mest pas équivalent ¥.

N X

On a aussi (x) =

Par suite, on n'a pa‘s(x)?gl(x) — h1(x) + kq(x).



A.3. EXEMPLES DU CHAPITRE 3 97

ExempleA.3.23 Composition de deux equivalents

On montre sur deux contre-exemples que I'on ne peut pas, en général, composer les équivalents.
2
a) xo = +oo, f(x)=eX"%

b) xo =0, f(x)=In(cosX).

a) f(x) = e! avecu(x) = x* — x.
) X2—x
On a:u(x) ~ x* mais onn'apag(x) =e' ~eX car—— =e *—0#1
+00 ex +oo

+o00

b) f(x) = Inuavecu(x) = cosX.

Ona :u(x)A(;l mais on n'a pa$(x) = In u~ In1 = 0! carf n’est pas la fonction nulle.
ExempleA.3.24 Fonctions négligeables
a) f(X) =x+1Inx, xé&€V(+o0).

On aln x qui est négligeable par rapporkd&comparaison entre la fonctidn et la fonction puissance au

V(+00)) donc

f(x)féo X

b) g(x) = x% — 233
auV(0), —2x3 est négligeable par rapporkadonc

g(X)>x
auV(4o0), X2 est négligeable par rapport-2x3 donc

gx) ~ — 2

“+00

ExempleA.3.25 Equivalent

On cherche un équivalent &(0) deln(cos X).

On poseu = cosx alorsu € V(1).
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Orlnu ~ (u—1)doncln(cosx) ~ (cosx—1).
ueVv(1) xeV(0)

2
De plus,(cosx—1) ~ — % donc
plus, (cos )er(O) 2
2
X

In(cos X)BJ )
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B.1 Exercices du chapitre 1

ExerciceB.1.1 Graphes de fonctions

Tracer avec la calculatrice le graphe des fonctions suivantes :
f]_(X) = 2x+ 1.

ExerciceB.1.2 Fonctions monotones

Donner, a partir des graphes des fonctions suivantes, les intervalles les plus grands sur lesquels chacune de
ces fonctions est croissante (respectivement décroissante).
a) fl(X) =2x+ 1.

b) fo(x) = x3 — 2x% + 1.
) fa(x) = 52

d) f4(x) = sin(X)

e) fs(x) = VX2 -1

ExerciceB.1.3 Périodicité

Déterminer la période des fonctions suivantes :
a) f(x) = sin(3x) — cos(X).

b) g(x) = sin(3x) + 2cos(6X).
c) h(x) = |sin(x)|.

ExerciceB.1.4 Opération sur des fonctions

Soientf (x) = sin(x) etg(x) = x°.
Déterminer f + g, f x g, fogetgof.
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ExerciceB.1.5 Calcul de dérivées

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
a) f(x) =4x° — 2* + x> — 1.

b) g(x) = 4sin®(x) — 2sin*(x) + sin?(x) — 1.
c) h(x) = 4e™ — 2e™ + e — 1.

ExerciceB.1.6 Calcul de dérivées

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
a) f(x) = cos?(x).

b) g(x) = cos(x?).
ExerciceB.1.7 Calcul de dérivées

Calculer la dérivée d&: f(x) = sin?(2x + 1) cos(x? + 3x).

ExerciceB.1.8 Calcul de dérivées

Calculer la dérivée di: f(x) = e (233 + x).

ExerciceB.1.9 Calcul de dérivées

X2
Calculer la dérivée d: f(x) = eez(xix:ll)

ExerciceB.1.10 Calcul de dérivées

Calculer la dérivée de: f(x) = In (gij)
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B.2 Exercices du chapitre 2

ExerciceB.2.1 Simplification Arcsinus

Simplifier :
a) Arcsin (sin 3 )

b) Arcsin (sin 7).

ExerciceB.2.2 Simplification Arcsinus

Simplifier :
a) sin(Arcsinx).

b) cos(Arcsinx).

ExerciceB.2.3 Simplification Arccos

Simplifier :
a) Arccos(cos(—5%)).

b) cos(Arccosx).
C) sin(Arccosx).

ExerciceB.2.4 Simplification Arctan

Simplifier :
a) Arctan(tan(2F)).

b) Arctan(tan(3J)).

ExerciceB.2.5 Simplification Arctan

Simplifier :
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a) tan(Arctanx).
b) cos(Arctanx).
c) sin(Arctanx).

ExerciceB.2.6 Logarithme

Calculer
1

b) Ine3.

ExerciceB.2.7 Equation logarithmique

Résoudrén(1l — x) — 2In(x+ 1) = 0.

ExerciceB.2.8 Dérivée de fonction logarithmique

__In(sinXx)

et donner le domaine de définition de la dérivée.

Calculer la dérivée di(x)

ExerciceB.2.9 Equation exponentielle

Résoudre € — 4e X —-5=0.

ExerciceB.2.10 Inéquation exponentielle

e2x .
Résoudre——— > 1.
ex—1

ExerciceB.2.11 Dérivée sous forme d’exponentielle

)SinX

Calculer la dérivée di(x) = (x+ 1 et donner le domaine de définition.

ExerciceB.2.12 Equation hyperbolique

Résoudre 3ck + 2shx = 4.
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ExerciceB.2.13 Equation hyperbolique

Résoudre ch2— shx = 1.
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B.3 Exercices du chapitre 3

ExerciceB.3.1 Produit de d.l.

Donner le d.l.dgal'ordre 4 aw(0): g(x) = (X — 1)(cos(2x) — 1).

ExerciceB.3.2 D.l en un point non nul
Donner le d.I. dd (x) = /X pourxg = 2 etn = 3.

ExerciceB.3.3 D.l en un point non nul

Donner le d.l. dgy(x) = eV* pourxy = 2 etn = 3.
On utilisera les résultats de I'exerciBe3.2

ExerciceB.3.4 Asymptote

1
Soitf (x) = x?Arctan———.
oitf(x) = x rc:anx_1

Rechercher I'existence d’asymptote a la cowtpauV(+oo) et étudier la position de la courbe par rapport
a 'asymptote.

ExerciceB.3.5 Asymptote

Etude des branches infinies fle) = x?e®-1

ExerciceB.3.6 Equivalent

Donner un équivalent a¥(0) def (x) = e* + cosx — 2 — x en utilisant un d.I. dé.

ExerciceB.3.7 Equivalent

Donner un équivalent ad(0) def(x) = In (cos X) en utilisant un d.l. dé.
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ExerciceB.3.8 Equivalent

Déterminer un équivalent de

ExerciceB.3.9 Equivalent

Déterminer un équivalent de

f(X) = (1 —cosx)*, xeV(0"), aeR

ExerciceB.3.10 Calcul de limite

Déterminer la limite en 0 de
_sinX (In(1+ x2))

Xtan X

()

ExerciceB.3.11 Calcul de limite

Déterminer la limite en-oo de

ExerciceB.3.12 Calcul d’équivalent
Donner un équivalent ad(0) de

En déduire

107
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108
ExerciceB.3.13 Asymptote a une courbe

19
X

Asymptote et position de la courlde par rapport a 'asymptote.
X
f(x) = X € V(+o0)
l+e

ExerciceB.3.14 Asymptote a une courbe

Asymptote et position de la courlde par rapport a I'asymptote.
f(x) = izzx/x2 -1

ExerciceB.3.15 Exo hilan

DL4(0) dex — /1 + sinX.

ExerciceB.3.16 Exo hilan

DL4(0)
ExerciceB.3.17 Exo hilan

DL4(0) dex — s,

ExerciceB.3.18 Exo bhilan
DL3(0) dex — (1 + x)x.

ExerciceB.3.19 Exo hilan

1+t
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ExerciceB.3.20 Exo bilan

1
DLy(+00) dex — xex In (%)

ExerciceB.3.21 Exo hilan

DL3(2) dex — sinX

ExerciceB.3.22 Exo hilan

DL4(1) dex — 11X

X

ExerciceB.3.23 Exo hilan

. X
Calculerlim avecm # 0.
X—

i1xXm—1
ExerciceB.3.24 Exo hilan

Calculerlim (7 — 2x) tan x.
X—%

ExerciceB.3.25 Exo hilan

: C1h2
Calculerxggrnoo(coé 1)x

ExerciceB.3.26 Exo bhilan

1
Calculerlim (cos X) sin?x
Xx—0

ExerciceB.3.27 Exo hilan

Calculer lim (1+ )"
N—-+0o0

ExerciceB.3.28 Exo hilan

Donner un équivalent de + )" — e,

109
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ExerciceB.3.29 Exo hilan

Etude des branches infinies de la fonction

Poserx = 1 etgtelle queg(x) = f(1). Alors g(x)?

Déterminera tel quex®g(x) admette une limite finie non nulle quardend vers O.

Ecrire le d.I. dexg(x) au voisinage de 0 a I'ordre 2.

En déduire I'existence d’une droit® d’équationy = at + b telle que lim (f(t) — (at+ b)) = 0.

tﬂfoo

o Dnh e

Donner un équivalent eftoco et —oo def(t) — (at + b), étudier le signe de cet équivalent et préciser
la position relative entre la courbe et la drafiea I'infini. La droite A est appelée I'asymptote de la
courbe dd .

ExerciceB.3.30 Exo hilan

Etude des branches infinies de la fonction

1

f(x) = (x— 1)ex1
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C.1 Documents du chapitre 2

DocumentC.1.1 Démonstration des fonctions comparées

Démontration al (+oo).

a) lim — =0
X—+oo X
1
vt>1 - —doqu>1 / dt</
t — \[ 1\[
Alorsx>1, 0<lnx<2(y/x—1 )<:>0<n—x< 2(vx-1) — 0.
X X X——00
1
b) Va > 0, lim 1q—X:O.

X——+oo X&
Posong = x® alorst — +o00 quandx — +oo (cara > 0).

| Int
Doncn—xza 1

— 0.
t t—+oo

5
0 Yo >0 3>0), lm X

X—+oo X%

B B
M = (thx) — 0 d’aprésh).

Xa XB X——+00
d m &
) Vao > 0,V > 0, Xlg—noox—a = +o00.
Posong = e* alorst — 400 quandx — +oo.

e td
—— = —— — +oodaprésc).
x*  (Int)*t—+oo

DocumentC.1.2 Formule hyperbolique

Démonstration devx € R, ch?x—sh®x=1
Ona:
vx € R, chx+ shx=e*

et

vx € R, chx—shx=e™*
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donc

¥x e R, (chx+ shx) (chx —shx) = ch®x — sh?x = 1.

DocumentC.1.3 Expression de Argsh en fonction du logarithme

Démonstration de : Argsh= In (x + \/m> .
Soity = Argshx alorsx = shy, x € R.

Or chy + shy = eY et ch?y = 1 + sh?y = 1+ x2.
Commecly > 0,0ona:cly = v1+ X2

Par suite,
e¥=V1+xX+x — y:Argshx:ln<x+ 1+x2>.

DocumentC.1.4 Expression de Argch en fonction du logarithme

Démonstration devx > 1, Argchx = In (x + \/m> )
Soity = Argchx alorsx = chyety > 0

Or chy + shy = eY et sty = ch?y — 1 = x2 — 1.
Commey > 0,0na:sty>0etshy=vx2— 1.

Par suite,
e¥=vx2-1+x <= y=Argchx=1In <x+ VX2 — 1) .
DocumentC.1.5 Expression de Argth en fonction du logarithme

Démonstration devx €] — 1, 1], Argthx = }ln 1-x :
2 1+x
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v 1.1/, y = Argth hy - &1
— = Argthx X=thy= .
xe]—-11[ y=Arg = Y=owi1
— 1—
Posonszezyalorsx:g e t=-_2%
t+1 1+X
Par suite,

1- 1 1—
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C.2 Documents du chapitre 3

DocumentC.2.1 Quotient de d.l.

On supposéir%f(x) = hr%g(x) = 0 et quef etgadmettentun d.l. & 'ordre auV(0) alors :
X— X—

f(x) = ap® +ap P+ +ax"+x"e(x), p>1, a#0

9(X) = brx™ + by P 4 b 4+ X"e(x), m>1, bn#0

fx)

Sip < m,ona:lim —= estinfinie, il N’y a donc pas de d.l.
x—0 g(X)
. f - .
Sip>m,ona :lin%% est finie ; on va montrer que dans ce bas % admetun d.l. a l'ordrea — m.
X—

Posons=p —malorss> 0etp=m-+s.
En simplifiant la fraction pax™

h(x) — apX® +ap T+ FaX™ M XM (X)) fy(x)

B + BmyaX + - - 4 bpxX=M 4 x=Me(x) gy (X)

fy etg; ontun d.l. aw/(0) a 'ordren — mavecg; (0) = by, # 0.
On est donc ramené au daslans le d.l. d'un quotient.

Remarque C.1 Pour avoir le d.l. de h a I'ordre n, il faudra prendre le d.I. de f et g a I'ordre-m.

DocumentC.2.2 Démonstration sur la composition des equivalents particuliers

Démonstration des résultats sur la composition.

On va utiliser la seconde définition de I'équivalent.

Sion au(x)rx\gv(x) alors% =1+ ¢(x), Xll_)IIXIO \lj(—)):)) =1.

Alors
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Inu(x)  In(v(x)(1+e(x)  Inv(x)+In(l+e(x)) 1 In(1+ e(x))
Inv(x) In v(X) B In v(X) — T T v(X)
Or siln v(x) n'a pas comme limite 0, on a

i)

ln(l—i—é(X))N g(X) 0
Inv(x) xlnVv(X)x—x

et par suite
In u(x)% In v(X)
ux) (U
i) si xlinxlq W =1 alorsxlglrxl0 (v(x)) =1
Par suite
(U(x))™ o~ (v(3))"
eu(®)

A U(X)—V(X) .« 4. . o
iif) ) e —1 Slxh_g(lo u(x) —v(x) =0



ENTREES CANONIQUES 117
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