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<« précédent

2 Introduction

Ce cours a été élaboré pour des éleves de formation continue, il est donc moins théorique et moins
approfondi qu’un cours classique de lere année. Il constitue cependant une bonne base de travail
pour des éleves de leére année (ou de 2¢éme année entrant & 'insa sans avoir fait d’algebre linéaire
auparavant) pour les aider a comprendre certaines définitions et certains résultats. Il ne se substitue
en aucun cas au cours de 'UV 4 de mathématiques de lére année.
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1.1 Définitions

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.1 Exercice B.1.1
Exemple A.1.2

Exemple A.1.3

Soient un ensemble F, un corps K (=R ou C) et deux lois

+ : ExE — E (loi interne) .« KxE — [E (loi externe)
(v1,v2) — w1+ vy (\v) — Aw

(E,+,.) est un espace vectoriel sur le corps K si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. La loi interne notée + doit

(a) étre commutative c’est-a-dire pour tous vy, vy dans E; vy + vy = vy + 1

(b) étre assiociative c’est-a-dire pour tous v, ve,vs dans E, (v1 4+ v2) + vs = v1 + (vg + v3)
(¢) admettre un neutre noté Og c’est-a-dire pour tout v dans E, v+ 0g = v
(d) étre telle que tout élément v de E' admette un symétrique c’est-a-~dire que pour tout v dans c
o o / /I oncepts
E il existe v’ dans E tel que v+ v = 0g Notions
(a ce stade, on dit que (E,+) est un groupe commutatif)
Exemples
Exercices
Documents



2. La loi externe notée . doit vérifier pour tous vy, vy dans E et tous A, u dans K,

<4<

chapitre A suivant »

(a) A.(v1 +v2) = A + Aws
(b) A+ p).v1 = Avg + pag
(¢) (Ap).v1 = A(p.v1)

(d) 1g.v1 =vs.

Les éléments de E sont appelés des vecteurs, ceux de K des scalaires.

Les regles de calculs sont analogues a celles de R et on a

)\.UZOE<:>/\:0K ou UZOE

Définitions
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1.2 Sous-espace vectoriel

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.4 Exercice B.1.2
Exemple A.1.5

Exemple A.1.6

Soient (F,+,.) un K — espace vectoriel et F' un sous-ensemble de E.

(F,+,.) est un sous-espace vectoriel de E si F' # () et si pour tous vy, vy de F et tout A de K
alors
Av; +vg €F

On dit que F’ est stable pour les lois + et .

Théoreme 1.1 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel
Démonstration

Remarque : Si un sous-ensemble F' de F ne contient pas Og, il ne peut pas étre un sous-espace

. 1 /7 7 9 o,
vectoriel (pas de neutre pour I’addition). Concepts

Notions

Exemples
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Documents
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1.3 Partie génératrice

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.7 Exercice B.1.3
Exemple A.1.8

Soit E un espace vectoriel sur K, et A une partie non vide de E.
On appelle combinaison linéaire d’éléments de A tout vecteur de la forme :
A1+ Xoxo + .+ Az, ou Vi N, €K et ;€A
Théoréme 1.2 L’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A est un sous espace

vectoriel sur K de E, il contient A. On Uappelle le sous espace vectoriel de E engendré par A, on
le note Vect (A).

C’est le plus petit sous espace vectoriel de E contenant A.

Démonstration

Remarque : Si F est un s.e.v. de E alors F' = Vect (F).

Concepts
Si A est une partie de F telle que E' = Vect (A) alors A est une famille ou partie génératrice de Notions
E. On dit aussi que A engendre F.
Si A engendre E alors tout élément de E s’écrit comme une combinaison linéaire d’éléments de Exemples
A. Exercices
Documents
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1.4 Partie libre, Partie liée

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.9 Exercice B.1.4

Exemple A.1.10
Soit E un espace vectoriel sur K, et vy, vs, ..., v, des vecteurs de F.
(v1,va, ..., vy,) est une partie libre de E si et seulement si :
V()\l, A2,y )\n) e K"

( AU + Agvg + ... + )\nv” =0g ) — (VZ E {1,2, ,n} )\i = OK):|

combinaison linéaire nulle des v; les \; sont tous nuls

Si la famille est libre, la seule fagon d’obtenir 0 comme combinaison linéaire des vecteurs de cette
famille est de prendre tous les A; nuls.

Dans le cas contraire on dit que la famille est liée.

En d’autres termes, (v, vo,...,v,) est une partie liée de E si et seulement si elle n’est pas libre,
c’est-a-dire si et seulement si :

3(A17>\27 "'7)\”) € K" ’
Av1 + Agve + . F Apu, =0 et Fi € {1,2,...,n} \; #0x

combinaison linéaire nulle des x; les \; sont non tous nuls
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1.5 Base d’un espace vectoriel

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.11 Exercice B.1.5

Exemple A.1.12

Soit E un espace vectoriel sur K. Soit B une partie de E. B est une base de E si c’est une partie
libre et génératrice de FE.

Théoreme 1.3 Soit E un espace vectoriel sur K.
B = (e1,e3,...,e,) est une base de E si et seulement si

(Vl‘ € E) (3!(/\1,)\2, ,)\n) € K") (J} = \ieg + Xgeg + ...+ )\nen)

ce qui signifie que B = (e1,ea,...,e,) est une base de E si et seulement si tout vecteur de E s’ecrit
de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de B.

Les \; s’appellent les composantes ou coordonnées du vecteur x relativement a la base B.

Démonstration

<4< 10

Base d’un
espace vectoriel
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1.6 Dimension d’un espace vectoriel

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.13 Exercice B.1.6
Exemple A.1.14

Un espace vectoriel E est de dimension finie si il existe une famille A de cardinal fini qui engendre
E, c’est-a-dire si il existe des vecteurs ey, ez, - -, e, de E tels que E = Vect (e1, ez, -, €p)

Théoréme 1.4 (théoréeme admis) Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie
ont le méme nombre d’éléments. Si n est ce nombre, n s’appelle la dimension de E. On note
n=dim E.

Un espace vectoriel admet une infinité de bases qui ont toutes le méme nombre de vecteurs.

L’espace vectoriel {Og} est un espace vectoriel de dimension 0 puisqu’il ne contient pas de famille
libre.

Propriété 1.5 Si E désigne un espace vectoriel de dimension finie, sin = dim E et si L, A et B
désignent des parties de E nous avons les propriétés suivantes :
1. Si L est une partie libre, alors card L <n Cl\c|>nt§epts
otions
2. Si A est une partie génératrice, alors card A > n
3. Si B est une base de E, alors card B =n
4. Si L est libre et si card L =n, alors L est une base Exem.ples
Xercices
5. Si A est une partie génératrice et si card A =n, alors A est une base Documents

11 4 g
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Le rang d’une famille de vecteurs est égal a la dimension de I’espace vectoriel engendré par ces
vecteurs. On note :

rg (v1, V2, ..., Uy) = dim (Vect (v1,v2,...,0,))
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Chapitre Il

Matrices et Applications linéaires

1.1 Matrices . . . . . . . e 14

1.2 Applications linéaires . . . . . . . . . ... 22

1.3 Matrices d’applications linéaires . . . . . . . . . ... ... Lo, 27
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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[1.1 Matrices

I11.1.1 Définitions . . . . . . . . e e e e e e e e e 15
11.1.2 Opérations . . . . . . . L 18
11.1.3 Matrice inversible . . . . . . .. L. 21

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
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11.1.1 Définitions

Une matrice a éléments dans K (= R ou C) est un tableau rectangulaire rempli d’éléments de K.

ail ai12 500 Qay1j

A1n
a1 a2 500 a2; a9n
A= ' = \Qij )i je{1,2
ai aio o i o Qin ( 1])16{1,2,...,m},je{ 2,...,n}
Am1  Am2 Amj °00 Amn

Les a;; sont des éléments de K, i est 'indice de ligne et j est I'indice de colonne.

M pn (K) désigne Pensemble des matrices m lignes n colonnes a coefficients dans K.
La matrice
Q= L2 appartient & Mas(K)
- 4 5 6 PP 23

Dauns le cas particulier oit n = m, M, (K) est noté M,,(K) et on 'appelle 'ensemble des matrices
carrées d’ordre n a coeflicients dans K.

Une matrice est dite diagonale si m = n et si pour tout ¢ # j dans {1,2,---,n}, les coefficients
a;; sont nuls.

La matrice

0 00
D=0 1 0 est une matrice diagonale d’ordre 3
0 0 2

15 d g

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



section A suivant »

On note aussi D = Diag(0, 1, 2).
Une matrice est dite triangulaire supérieure (respectivement triangulaire inférieure) si
m = n et si pour tout ¢ > j (respectivement ¢ < j) dans {1,2,---,n}, les coefficients a,; sont

nuls.

Considérons les matrices

et F=

N DN DN
ol = O
N OO

alors F est une matrice triangulaire supérieure d’ordre 3 et F' est triangulaire inférieure.

Une matrice colonne est une matrice & une seule colonne. C’est une matrice de M,,1(K). Elles
sont tres utiles pour représenter les vecteurs d’un espace vectoriel :

Soit E un espace vectoriel sur K dont la famille (eq, es, €3, e4) est une base. Soit v un vecteur de
E qui s’écrit v = e + 2e3 — Hey alors on peut définir la matrice colonne V' € My, (K) par

1
V:
)

La transposée d’une matice A s’obtient en échangeant les lignes et les colonnes de A. On la note
tA ou AT. Ainsi, si A € My, (K) alors ‘A € My, (K).

Si A= -2 1 | € Ms(K) alors tA:(

<4< 16
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11.1.2 Opérations

Exercices :

Exercice B.2.1
Exercice B.2.2
Exercice B.2.3
Exercice B.2.4

Soient A et B deux matrices de M, (K). Notons a;; les coefficients de A et b;; ceux de B. On
appelle somme des matrices A et B la matrice S de M,,,(K) dont les coefficients s,; sont définis
pour tout ¢ € {1,2,...,m} et tout j € {1,2,...,n} par s;; = a;; + b;;. On note S = A + B.

Soient

1 2
a-(} 23 wa-(-2 1
0 -1

La somme Q + A n’existe pas puisque les matrices n’ont pas le méme nombre de lignes ni de
colonnes.

Par contre, Concepts
1 2 3 1 -2 0 2 0 3 Notions
tA _
Lhs A_<456>+<2 1 1)_<66 5>
On montre que (M,,,,(K),+) a une structure de groupe commutatif. Exemples
Exercices
Documents
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Soit A € M, (K). Notons a;; ses coefficients. Multiplier une matrice par un scalaire A € K,
revient a multiplier tous les coefficients par ce scalaire. Si on note \;; les coefficients de la matrice A,
résultat de cette opération, alors pour tout i € {1,2,...,m} et tout j € {1,2,...,n}, A;; = Aa;; et on

note A = \.A Ainsi
1 2 3 2 4 6
2'9_2'<4 5 6>_(8 10 12)

On montre que (M, (K),+,.) a une structure d’espace vectoriel. Il est de dimension finie et sa
dimension est dim M, (K) = mn.

Soient A € M, (K) et B € M,,,(K). Notons a;; les coefficients de A et b;; ceux de B. On
appelle produit des matrices A et B la matrice P de M,,,(K) dont les coefficients p;; sont définis

n
pour tout ¢ € {1,2,...,m} et tout j € {1,2,...,p} par p;; = Zaikbkj. On note P = AB. On dit
k=1
que le produit s’effectue lignes par colonnes. Cette définition sera justifiée a posteriori lorsque nous
définirons les matrices d’applications linéaires.

Pour que le produit ait un sens, il faut que le nombre de colonnes de la matrice A soit égal au
nombre de lignes de la matrtice B.

Le produit 'AQ n’existe pas car le nombre de colonnes de *A (en I'occurrence 3) ne correspond
pas au nombre de lignes de © (en loccurrence 2).

Par contre

<4< 19 d g

Opérations

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A suivant »

En effet, si on note wjj;, d;; et p; ; les coeflicients respectifs des matrices 2, A et P alors Opérations
3
P11 = Zwlk5k1:1X1+2X(—2)+3X0:—3
k=1
3
P12 = Y wibke=1x2+2x1+3x(-1)=1
k=1
3
pa1 = Y wubp =4x1+5x(=2)+6x0=—6
k=1
3
P22 = Zw2k5k2:4x2+5x 146 x (*1):7
k=1

Le produit matriciel est une loi associative et distributive par rapport a I’addition : pour toutes
matrices A, B et C telles que les opérations soient possibles, nous avons

A(BC) = (AB)C et A(B+C)=AB+ AC
Le produit n’est pas commutatif .(cf exercice B.2.3)
Si A e M,(K) etsi I, =Diag(1,1,---,1) € M, (K) alors Al, = [,A = A.
Concepts

Notions

Exemples
Exercices
Documents
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11.1.3 Matrice inversible

Exemples : Exercices :
Exemple A.2.1 Exercice B.2.5

Soit A € M, (K). On dit que A est inversible si il existe une matrice A’ € M,,(K) telle que
AA" = A’A =1,,. Si A’ existe, elle est unique et on la note A~1.

Dans la mesure ot A et B sont inversibles, le produit AB est inversible et (AB)™" = B~1A™L,

De méme, si A est inversible alors la transposée de A est inversible et (ltA)_1 = t(4™).

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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[1.2 Applications linéaires

11.2.1 Définition . . . . . . . . e 23
11.2.2 Noyau, image et rang d'une application linéaire . . . . . . . ... ... ... 25

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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11.2.1 Définition

Exemples : Exercices :
Exemple A.2.2 Exercice B.2.6
Exemple A.2.3

Exemple A.2.4

Exemple A.2.5

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. Soit g une application de F dans F.
g est une application linéaire si V(v,v') € E? VA€ K
g(v+2") = g(v) + g(v") et g(Av) = Ag(v)
Remarque : Si g est linéaire alors g(0g) = Op
En effet, pour tout = dans F, g(0g) = g(0kx.x) = 0x.g9(x) = 0p.
On note L(E, F) ’ensemble des applications linéaires de E dans F'.

Lorsque E = F' on le note L(E) ou encore End(FE), et on 'appelle aussi I’ensemble des endo- Concepts
morphismes de E. Notions

On a la propriété suivante :
Exemples
Exercices

g€ L(E,F) < v(vvvl) €EE® VAeK g(Av+ 1)/) = A.g(v) +9(U/) Documents

23 d g
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Si on munit L(E, F) des lois + et . définies pour les applications (cf exemple A.1.3) alors Définition
(L(E),+,.) a une structure d’espace vectoriel sur K.

Soit g une application de F dans F'.

g est injective si V(v,0v’) € E? g(v) = g(v') = v =1/
g est surjective si Vw € F,Jv € E tel que w = g(v).
g est bijective si Vw € F,3 v e E tel que w = g(v)
(! signifiant que pour chaque w, le v est unique)

g est bijective si et seulement si g est injective et surjective.

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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11.2.2 Noyau, image et rang d’une application linéaire

Exemples :
Exemple A.2.6
Exemple A.2.7
Exemple A.2.8
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et g € L(E, F).

Le noyau de g, noté Ker g, est défini par :

Kerg={veE /gv) = 0r} =g ' ({0F})

Ker g est ’ensemble des antécédents par g du vecteur nul de F'.

L’image de g, notée Im g, est définie par :

Img={weF/IweE, w=[fu)}={f(v)/v

25

CFE
eE}CF
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Théoreme I1.2.1 Ker g est un sous espace vectoriel de E, Im g un sous espace vectoriel de F'. Noyau, image
De plus on a : et rang d’une
licati
g est surjective <= Img = F applli::':ali(::
g est injective <= Kerg = {0g}
Démonstration
Si Im g est un sous espace vectoriel de dimension finie de F', on appelle rang de g, le réel noté
rg g, égal a la dimension de Im g.
On a :
rg g = dim Im g
Théoréme 11.2.2 (Théoréme du rang) (admis)
Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur K, avec E de dimension finie, et g € L(E,F). On a :
dim E = dim Kerg + dim Img
Corollaire I1.2.3 Soient E et F deux espaces vectoriels sur K, de méme dimension n, et
g € L(E,F). Les assertions suivantes sont équivalentes : —
1) g est bijective Nesfens
2) g est injective
3) g est surjective
4) r9g9 =n
Démonstration Iéxem.ples
Xercices
Documents
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[1.3 Matrices d’applications linéaires

11.3.1
11.3.2
11.3.3
11.3.4

Définitions . . . . . . .. oL 28
Propriétés . . . . . . ..o 31
Matrice de changement de bases . . . . . . . . .. . ... ... ... 33
Rang d'une matrice . . . . . . ... Lo 36

27
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11.3.1 Définitions

Exemples : Exercices :
Exemple A.2.9 Exercice B.2.8

Exemple A.2.10

Soient F et F' deux K —espaces vectoriels de dimension finie et g € L(E, F).
L’application g est caractérisée par la connaissance des images des vecteurs d’une base de F.

En effet, soit £ = (e1, €2, -, €p) une base de E. Pour tout = € E il existe (z1, %2, -, zp) € KP

tel que
p
xr = Z!L‘j@j
j=1

En utilisant le fait que g est linéaire on obtient

9@ =g | Yomes | =D wseer) (13.1)

Concepts
Ainsi, si nous connaissons g(e;) pour tout j € {1,2,---,p}, I'application linéaire g est déterminée Notions
de maniére unique.
Exemples
Exercices
Documents
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Soit F = (f1, f2,---, fn) une base de F. Pour tout j € {1,2,---,p}, g(e;) € F et il existe
(@1, a2, -, anj) € K™ tel que
n
gle;) = aijfi
i=1
Notons X la matrice colonne formée des coordonnées de x dans la base £, Y celle formée des

coordonnées de g(z) dans la base F et pour tout j € {1,2,---,p}, Y; celle formée des coordonnées de
g(e;) dans la base F. Nous avons donc

T1 Y1 @i

T2 Y2 a2z
X = ’ , Y= ) et V; =

Tk Yk g

Zp Yn Qnj

Notons A la matrice dont les colonnes sont les matrices Y;. Nous avons

aill ai12 coo ayj coo A1p

asy ago coo az; coo a2p
A =

a;1 a;2 500 (%7 500 Aip

an1 Aap2 000 Anj 000 Anp

Le but est de trouver une relation entre les matrices X , Y et A.

<4< 29 d g
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Si nous écrivons de fagon matricelle la relation (I1.3.1) nous obtenons : Définitions
a a2 aip
a21 a2 Q2p
p . .

- ag1 a2 Akp
J=1

an1 an2 Anp

a111  + G122+ -+ Q1T

a211  + G2T2 + -+ A2pTp

_ : : : : _Ax
ap1T1 + Qg2 + 0+ AppTyp
ap1x1 + Gp2r2 + -+ AnpTp

A s’appelle la matrice de Iapplication linéaire g relativement aux bases £ et F. Elle est donc
définie de la maniere suivante :

gler) gle2) ... gleg) ... glep)
a1 ai2 cee Q15 ... G1p fi
a1 Q22 N Y —.. Gy fo
Concepts
Notions
= Mat (¢9,&,F) € Myup(K
;1 a;2 0060 Qi 0060 Aip fz (g’ ’ ) np( ))
Exemples
an1  an2 cee Qpy cee Opp f‘fb Exercices
Documents

<< 30



<« précédent section A suivant »

11.3.2 Propriétés

Exemples :
Exemple A.2.11

Dans ce paragraphe E, F, et G désignent des espaces vectoriels sur K de dimension finie respec-
tivement égale a n, m et p.

E = (e1, €2, ..., e,) (respectivement F = (f1, fa,..., fm), G = (91,92, ---, gp)) désigne une base de
(respectivement F,G).

On vérifie facilement les trois affirmations suivantes :
1. Soient f un élément de L(E, F') et A un élément de K alors

Mat (Af,&,F) = A Mat (f,&,F)
2. Soient f et g deux applications linéaires de L(E, F), on a
Mat (f +¢,&,F) = Mat (f,€,F) + Mat (¢9,&,F)

3. Si f et g désignent deux applications linéaires appartenant respectivement a L(E, F') et & L(F, G)

alors Concepts
Notions
Mat (go f,£,G) = Mat (g, F,G) Mat (f,&,F)
ce qui justifie a posteriori la définition du produit de deux matrices.
4. Si f € L(E, F) est bijective alors dim F = dim F et Exemples
Exercices
Mat (f,&, F)Mat (f~1,F,€) =Mat (fo f1,,E) = I, = Mat (f~',F,€)Mat (f,€,F) Documents
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Donc la matrice de ’application linéaire f est inversible et

Mat (f~1, F,&) = M~ (f,&,F)

Réciproquement, si une matrice est inversible, 'application linéaire canoniquement associée est
bijective.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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11.3.3 Matrice de changement de bases

Exemples : Exercices :
Exemple A.2.12 Exercice B.2.9

Nous avons déja remarqué qu’un méme espace vectoriel pouvait avoir plusieurs bases.

Soient €& = (ey,eq,...,e,) et £ = (e,€h,...,e)) deux bases du méme espace vectoriel E. Soit
2 un vecteur de E. Notons (1,2, -,%,) ses coordonnées dans la base £ et (af,25,---,x]) ses
coordonnées dans la base £'.

Soient X et X’ les matrices colonnes associées aux coordonnées de z dans les bases £ et £’.

La question est de savoir quel lien existe entre les matrices X et X’.

Pour tout j € {1,2,---,n}, il existe (p1;,p2;, -, Pnj) € K™ tel que

n
ej - Zpuez
=1

Soit I D’application linéaire définie de F, muni de la base £, vers E, muni de la base £ et

qui pour chaque vecteur  de coordonnées (z}, x5, --,z,) dans la base £ associe ses coordonnées Concepts
(z1,22, +,2,) dans la base £. Ainsi chaque €}, de coordonnées (0,0,---,1,0,---,0) dans la base &’ Notions
a pour image (p1j,P2;,- -, Pnj) qui sont ses coordonnées dans la base & :
I: (E, & — (E,E) Exemples
o / Exercices
Ty, xh, T —  (x1,T9, ", T
( 1y 2:/ ) n) ( 425 ’ ") Documents
ej (pljap2j7apnj)
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Soit P la matrice de cette application linéaire alors Matrice de
changement de
P11 P12 e P1j e Pin bases

D21 P22 e D2j p D2n

p_ : : : :
pjl pjg e pjj e pjn
Pn1  DPn2 °oo0 DPnj coo Pnn
et X = PX'.

P s’appelle la matrice de passage entre les bases £ et £, on la note Pggr. C'est la matrice de
I’application I relativement aux bases £’ et & :

Pegr = Mat (I, 5/,5).

Il est clair que 'application I est bijective et que son application réciproque est définie par :

It (E,E) — (E,&)
(LUl,J?Q,"',ZL‘n) — (.I‘ll,l'lz7,${n)
/ / /
€5 == (pljapzjv"'»pnj)
ou pour tout j € {1,2,---,n},
® Concepts
€5 = Zp;jeg Notions
g=lil
Ainsi la matrice Pegr est inversible et Exemples
Exercices
ngl, = Peig Documents
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Voyons comment est transformée la matrice d’une application linéaire lorsqu’on change de bases.

Soient £ = (e1, €2, ...,e,), &' = (€}, €}, ...,e.) deux bases du méme espace vectoriel E et

F = (f1, 250 fo)s F' = (f1, f5, - fp) deux bases du méme espace vectoriel F. Soient enfin
g€ L(E,F), A=Mat (g,€,F) et A’ =Mat (g,&’,F’). Quel lien existe-t-il entre les matrices A et

A'?

Soit  un vecteur de E. Notons X la matrice colonne des coordonnées de x dans la base &£, X'
celle des coordonnées de = dans la base £’ et de méme, notons Y la matrice colonne des coordonnées
de y = g(x) dans la base F et Y’ celle des coordonnées de y dans la base F’. Soient enfin les matrices
de passage P = Pger et Q = Pry.

Nous avons les relations suivantes

X=PX, Y=QY, Y=AX et Y = A'X'

et
Y = AX < QY' = APX' <= Y' = Q 'APX'

donc A’ = Q7 1AP et
Mat (g,&', F') = Pz APsss (I1.3.2)
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11.3.4 Rang d’une matrice

Exemples : Exercices :
Exemple A.2.13 Exercice B.2.10

Soit A une matrice de M, (K) dont les colonnes sont identifiées & n vecteurs V1, Vs, ..., V,, de K™

W Vs ... VoL V.,
a1 ai12 500 aij A1n
a21 as9 000 ag; a9n

A= ’
;1 ;92 600 Q5 000 Qin

am1 Am2 Amj oo Qmn,

Par définition le rang de la matrice A est égal & la dimension de Vect (V4, V3,

iy Vi) soit & la
dimension de I’espace engendré par les colonnes de A.

On note

rg A = dim Vect (V4,Vs,..., V)
Remarque :
rg A < min(m,n)

En effet, notons E = Vect (V3, Vs, ..., V;,), alors rg A = dim E.

36 > >

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A

est un sous-espace vectoriel de engendré par n vecteurs donc sa dimension est plus petite
E est toriel de K™ d t d d t pl tit
que celle de K™ qui vaut m et que le nombre de vecteurs générateurs, qui ici vaut n.

Soit E (respectivement F') un espace vectoriel de dimension n (respectivement m) dont £ (res-
pectivement F) est une base. Soit g € L(E, F) telle que Mat (g,&,F) = A.

Alors on a :
rgA = rgg

En effet, les vecteurs colonnes de A sont les vecteurs {g(e1),g(e2), -, g(en)} qui forment une
famille génératrice de Im g.

On a de plus le résultat suivant :

VA € Myn(K), tg A = 1g'A

Ce qui permet de définir le rang d’une matrice comme la dimension de ’espace engendré par les
lignes de A.
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Chapitre Il

Dé '

eterminants

1.1 Forme n linéaire alternée . . . . . . . . . ... 39

1.2 Déterminant d’'une matrice carrée . . . . . .. ..o 41

1.3 Propriétés et calcul pratique . . . . . . ... Lo L L 44

1.4 Autres propriétés . . . . . L L e e e e e 46
Concepts

Notions

Exemples
Exercices
Documents
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I11.1 Forme n linéaire alternée
Soit E un espace vectoriel sur le corps K dont £ = (eq,ea, - -, e,) est une base. On considére une

application ¢
ExXEx.---xE — K
Vi, Va, -, Vi) — o(Vi,Va,---, Vi)

telle que
1. ¢ est linéaire par rapport a chaque variable :

Pour tout i € {1,2,---,n}, tout W; € E et tout A € K alors
@(Vlv‘/Qﬂ"'v‘/ifla‘/i+>\Wi7%+17”'7vn) -
QD(V17‘/2’"'7‘/i—17‘/i"/i+17"'7Vn) + )‘QO(VMX/Q?"'7‘/1'—17W’L'a‘/i+17"'7‘/ﬂ,)

2. Siil existe ¢ # j tel que V; = V; alors
QO(V17V27"'7‘/’L'""7‘/ja"'7Vn):0

3.
w(vla‘/Qf"aV'? 7‘/;7 7Vn):_80(V17‘/27"'7V;7 7‘/ja 7Vn)
4 Concepts
. Notions
<P(€1a62a e aen) =1
On démontre qu’une telle application est unique, on la note detg et detg(Vi, Va, - -+, V;,) est appelé
le déterminant des vecteurs (Vi, Vo, .-+, V) par rapport & la base €. Ei::‘;:’c'::
Documents
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On peut aussi démontrer le résultat suivant :

V(Vi, Vo, Vi) € B [(Vi,Vay-o+,Vp) libre <=  detg(VA, Vh, ..., Vi) # 0]

Sommaire
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111.2 Déterminant d’'une matrice carrée

Exemples : Exercices :
Exemple A.3.1 Exercice B.3.1

Soit la matrice carrée d’ordre n

ailp a1 .. oo e Qlp—1 A1n
a1 a2 a9n—1 agn
A =
Anl ceeeee eee App—1  QGpn
On appelle Cy,Cy, - - -, C,, (respectivement Ly, Lo, - -+, Ly,) les colonnes (respectivement les lignes)
de la matrice A.
Le déterminant de A noté det A est le déterminant des vecteurs C1,Cs, - - -, C, par rapport a la
base £. On a
a1 a12 A1n—1 QA1n
a921 a9292 a9n—1 a9n
_ _ . Concepts
det A = ; ; _det5(01a027 7CTL> Notions
an1 Apn—1 Qnn
Exemples
On montre que Exercices
det A = det tA Documents
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donc le déterminant de A est aussi le déterminant des vecteurs L1, Lo, - - -, L, par rapport a la base

Déterminant
E.0mn a

d’une matrice

det A =detg(Ly, Lo, -+, Ly) carrée
Dans le but d’expliciter det A par une relation de récurrence ou A est une matrice d’ordre n
on définit pour tous i, j dans {1,2,---,n} les matrices A;; d’ordre n — 1 obtenues & partir de A en
supprimant la ligne 7 et la colonne j.
Exemple : Soit
1 -1 3
A=[2 0 4
5 4 =2
alors,
0 4 2 4 2 0
A11_<4 2>7 A12_<5 2)7 A13_<5 4)
Ceci étant défini, on a le résultat suivant.
Théoréme II1.1 (Développement d’un déterminant) (admis) Avec les notations précé-
dentes, nous avons
n
det A = Z(—l)iJrjaij det ALJ
i=1
on dit que l’on a développé le déterminant de A par rapport a la colonne j, ou aussi
n Concepts
det A = Z(—l)lﬂaij det A;; Notions
j=1
on dit que l’on a développé le déterminant de A par rapport a la ligne i. Exemples
Exercices
Documents
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Ce théoreme se démontre par récurrence sur n. Déterminant
d’une matrice
Il est clair que si A = (a) alors det A = a. carrée

Nous savons que

a b
det (c d)adbc

et si nous développons ce déterminant par rapport a la 2eme ligne alors

det (CcL Z) = (-1)***c det (b) + (-1)***d det (a) = —bc+ad

Remarque : On s’apercoit tres vite que cette méthode est lourde, surtout si la taille de la ma-
trice augmente. Par contre cette formule est tres paratique quand une ligne ou une colonne contient
beaucoup de zéros.

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents

<4< 43



<« précédent chapitre A suivant »

111.3 Propriétés et calcul pratique

Exemples : Exercices :
Exemple A.3.3 Exercice B.3.2

Par rapport a la remarque du paragraphe précédent, on souhaite essayer de faire apparaitre le
maximum de zéros dans une ligne ou dans une colonne d’une matrice A, sans changer le déterminant,
pour ensuite développer le déterminant par rapport a cette ligne ou colonne.

Soit A une matrice carrée d’ordre n dont on note Cy,Cs, - -, C,, (respectivement Ly, Lo, -+, Ly,)
les colonnes (respectivement les lignes). Nous avons les propriétés suivantes :
1. Ajouter a une colonne C; un combinaison linéaire des autres colonnes ne change pas le déter-
minant de A. En effet :
n

dete(Cr, -+, Ci+ Y _AiCj,+-Cn) = detg(Cr,--+,Ci,-+,Cp) + > _ Aj dete(Ch,--+,Cj, -+, C)

j=1 j=1
i G

= detg(Cl,CQ,~ . ,Cn) =det A

car des que deux colonnes sont égales, le déterminant est nul.

2. De méme ajouter a une ligne L; un combinaison linéaire des autres lignes ne change pas le Concepts
déterminant de A. En effet : Notions
n n
dete(L1, -, Li +Z)\ij,~--Ln) = detg(L1, -, Liy--+, Ln) +ZAj detg(Ly,- -+, Lj, -+, Ly) EO—
;;i 32 Exercices
= detg(Ly, Lo, -+, Ly) = det A SIS
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car des que deux lignes sont égales, le déterminant est nul. Propriétés et
calcul pratique

detg(Alola )\2027 Tty A’H,Cn) - )\IAQ e )\ndetg(01, CQ? Ty Cn)
donc multiplier une matrice carrée d’ordre m par une constante A revient a multiplier son

déterminant par A" :
det AA = A" det A.

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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111.4 Autres propriétés

Exemples : Exercices :
Exemple A.3.4 Exercice B.3.3

Soit A une matrice de M,,(K).

1. det (AB) = det A det B
2. A est inversible si et seulement si det A # 0
En effet , nous savons que si f € End(E) et E de dimension finie n alors
f bijective <= f injective <= f surjective <=rg f =n

En transposant ceci & la matrice A, interprétée comme la matrice d’'un endomorphisme on
obtient en particulier

rg A =n<= A inversible

et
rg A =n <= Les vecteurs colonnes sont libres <= detg(C1,Co,...,Cp) £ 0

Concepts

De plus, puisque AA~! = I,, nous avons la formule Notions

1 =det I, = det (AA™") =det A det A}

et ExemPIes
1 1 Exercices
det A = Documents

det A
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3. Si A et A’ sont deux matrices représentant le méme endomorphisme f alors il existe une matrice

<4<

P telle que A’ = P~'AP. On a
det A’ = det (P"'AP) = det (P'A) det P =det P~ 'det A det P = det A

Ainsi le déterminant d’une application linéaire ne dépend pas de la base dans laquelle on écrit
sa matrice et on a

det f =det A ou A est la matrice de f dans n’importe quelle base de E

On appelle comatrice de A ou bien matrice des cofacteurs de A, la matrice de M,,(K) notée
Com A définie par : o
Com A = ((—=1)""det Aij)i<ij<n

Alors si A est inversible,

1
=1 _ ¢
A = Com(A)

47

Autres
propriétés

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent

V.1
V.2
V.3

Position du probleme

Pivot de Gauss . . .

Systemes de Cramer

Chapitre |V

Systemes d’'équations linéaires

48
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IV.1 Position du probleme

Soit & résoudre le systeme d’équations linéaires de m équations et n inconnues suivant :

a1121 + 122 W o TP A1nTn = b1
a21%1 S 222 TP oI A2nLn = bg
a31T1 + a32T2 + ... + 30Ty = b3
g
&) a1 + Q;2T2 W o TP AinTn = b;
Om-11T1 + Qm-12T2 + .. + Am-1nTn = by
Am1T1 + Am2T2 T oo AP AmnTn = bm

Les a;; ainsi que les b; sont des données, éléments de K.
Les x; sont les n inconnues éléments de K .

1. Ecriture matricielle : On peut écrire ce systeme de la fagon suivante :

AX =B
ol
L1 by Concepts
T2 bo Notions
X = ;. B =
T b
n m Exemples
Exercices
Documents
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et
ar ai2 Qin
a1 a22 a2n
A = (4751 a2 Qjn
Am—11 Am—12 m—1n
Am1 Am2 Amn,
2. Ecriture vectorielle : Si on note A1, Ag,---, A, les colonnes de la matrice A alors le systeme
s
s’écrit

1 A1 + 20A5 + -2, A, =B

3. Ecriture fonctionnelle : Si la matrice A représente 1’ application linéaire f de L(E, F) et si
X et B sont les matrices colonnes représentant les vecteurs x et b alors le systéeme sécrit aussi

f(z) =0

Résoudre ce systeéme, c’est trouver tous les n-uplets (x1, za, -+, 2, ) qui satisfont aux m équations.
C’est définir I’ensemble des antécédents de b par f.

Si b = Op, 'équation f(x) = Op est appelée équation homogeéne, elle représente le systéme
homogeéne. Résoudre ce systeme revient a détermnier le noyau Ker f. On a toujours Op € Ker f
donc Og est toujours solution du systéme homogene, c’est la solution triviale.

Soit g une solution particuliere de (S) alors on a f(z) = b et le systéme a résoudre devient
f(x) = f(zo) soit f(x—x9)=0F et x—x9 € Ker f

Les solutions de (S) sont de la forme z 4+ 2 ot z € Ker f et xg est une solution particuliére.
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IV.2 Pivot de Gauss

Exemples : Exercices :
Exemple A.4.1 Exercice B.4.1
Exemple A.4.2

Exemple A.4.3

Nous nous contenterons de présenter cette méthode sur trois exemples. Cette méthode consiste
a transformer le systéme en un systéme triangulaire (c’est-a-dire tel que la matrice du systeme soit
triangulaire) et que l'on résout facilement en partant du bas.

Cette transformation se fait en remplagant une ligne par cette ligne plus une constante fois une
ligne fixée a I’avance de sorte de faire apparaitre un zéro.

Les exemples A.4.1, A.4.2 et A.4.3 présentent les trois cas de figure possibles.

Cette méthode est assez pratique.
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Exemples
Exercices
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IV.3 Systemes de Cramer

Exemples :
Exemple A.4.4

On se place dans le cas particulier ou m = n. Nous allons présenter un procédé de résolution
utilisant le calcul des déterminants. Le résultat est le suivant :

Théoreme IV.2 Le systéme (S) a une unique solution si et seulement si le déterminant de A
n’est pas nul.

Dans ce cas le systéme (S) est qualifié de Cramer.

Si on note Ay, As,---, A, les n colonnes de A alors lunique solution de (S) est donnée par les
égalités suivantes :

- d@tg(Al, AQ, oo0g Ai—17 B, Ai+17 7An)
B det A

Vi € {1,2,...,n} x;

(on a remplacé la colonne i par le vecteur B.)

Démonstration
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Notions

Exemples
Exercices
Documents
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V.1
V.2
V.3
V.4
V.5

Chapitre V

suivant »

Réduction des endomorphismes

Valeurs propres, vecteurs propres . . . . . . . . ..o e i e e e e 54
Espace propre . . . . . . L 55
Polyndme caractérisitique . . . . . . ... oL Lo 57
Diagonalisation des endomorphismes . . . . . . . . .. .. .00 59
Applications . . . . . . L L e e 61
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V.1 Valeurs propres, vecteurs propres

Exemples : Exercices :
Exemple A.5.1 Exercice B.5.1

Dans tout ce chapitre, F désigne un K —espace vectoriel de dimension n et f est un endomor-
phisme de F.

Le but de ce chapitre est de trouver une base £ de E telle que Mat (f, ), la matrice de f relati-
vement a la base &, soit la plus “simple” possible, I'idéal étant lorsque Mat (f,E) est diagonale.

On appelle valeur propre de f un scalaire A de K tel qu’il existe un vecteur v de E non nul tel
que f(v) = Av.

Le vecteur v est appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre .

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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V.2 Espace propre

Exemples : Exercices :
Exemple A.5.2 Exercice B.5.2

Soit A un scalaire, on note : £y = {v € E, f(v)=Av}. Ona:
E, = {veE, f(v)—X v =0g}
= {vek (f-Aldg)(v) =0g}
= Ker(f—\ldg)
Par conséquent, F\ est un s.e.v. de E puisqu’il est le noyau d’une application linéaire.
Si A n’est pas valeur propre de f alors seul le vecteur nul vérifie f(v) = Av et E\ = {0g}.

Si au contraire A est une valeur propre de f, alors Ex # {0Og} et E) est appelé sous espace
propre de F relatif a la valeur propre A de f et dans ce cas, dim E) > 1.

On constate que si A est une valeur propre de f, alors F) est stable par f ce qui signifie que pour
tout v € Ey, f(v) € Ey clest-a-dire f(E)\) C Ej.

En effet, si v € Ey, f(v) = A et v € E) puisque F) est un s.e.v. de E donc en particulier, E)
est stable pour la loi interne. On peut donc considérer la restriction de f a E) dont la matrice dans
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V.3 Polynéme caractérisitique

Exemples : Exercices :
Exemple A.5.3 Exercice B.5.3

Soit A = (aij)ie{1’2,..47n},j€{1,27...m} S ./\/ln(K)
Théoréeme V.3 (admis) On définit la fonction Pa(z) par
Py(x) = det(A — x1,,).

Cette fonction est une fonction polynome de degré n, qui s’ecrit
n
Py(z) = (=D)"2" + (=1)"' Tr(A)z" ' + .-+ det(A) ou Tr(A)= Z ;-
i=1

Cette fonction polynome s’appelle le polynéme caractéristique de A.

Si A et A’ sont les matrices d’'un méme endomorphisme f relativement & deux bases différentes
alors P4(z) = Pa/(x).

En effet, par la formule de changement de base (I1.3.2) on a Cl\cl)gtcizitss

A" =P7'AP ou P estla matrice de passage entre les deux bases.
Il est clair que A’ — xI, = P~1(A — xI,)P et en prenant le déterminant on obtient E:?;IPCI::
det (A’ —2I,) = =det (P™) det (A—xI,) det P =det (A —zI,) Documents
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1

puisque det (P~1) = et P

Ainsi on peut définir le polymome caractéristique de f, par

Pi(x) = det(f — zidg) = det(A — z1,)

pour toute matrice A représentant f dans une base de E.

Théoréme V.4 Les valeurs propres de f sont les racines de Py.

suivant »

Démonstration

On appelle multiplicité d’une valeur propre A, 'ordre de multiplicité de A en tant que racine de

Py. On la note my.

E.

- Si dim E =mn, alors f a au plus n valeurs propres.

— St Py est scindé, (ce qui sera toujours le cas si K = C) alors :
— f an valeurs propres distinctes ou non.
— La somme des valeurs propres est égale ¢ Tr(A).
— Le produit des valeurs propres de f est égal a det A = det f.

Propriété V.5 Soit f un endomorphisme de E et A sa matrice représentative dans une base de

Démonstration
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V.4 Diagonalisation des endomorphismes

Exemples : Exercices :
Exemple A.5.4 Exercice B.5.4

Si A est une valeur propre de multiplicité m) de I’endomorphisme f et si E) est I'espace propre
associé, alors on vérifie que
1 S dim E)\ S my

Remarque : Si my = 1 alors dim E\ =1 = m,.

Un endomorphisme f est diagonalisable, s’il existe une base V de E dans laquelle la matrice de f
est diagonale c’est-a-dire,

A0 0
0 X 0
Mat (f,V) = :
0 0 An

(on notera & la base canonique de E)

Premieres conséquences : Si f est diagonalisable alors
1. les termes de la diagonale principale de la matrice sont les valeurs propres de f.

2. le nombre de fois ol figure une valeur propre sur cette diagonale est égal a I’ordre de multiplicité
de cette valeur propre.

3. ce nombre est aussi égal a la dimension du sous espace propre associé a cette valeur propre.
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4. le polynoéme caractéristique s’écrit : Diagonalisation
des endomor-
Pi(z) = (M —2)(A2 —2) - (An — @) phismes

il est donc scindé dans K.

Au vu de la matrice il est clair que
f est diagonalisable si et seulement si il existe une base de vecteurs propres.

On peut également montrer que la réunion des bases des espaces propres forme toujours une fa-
mille libre.

Nous avons de plus ’équivalence suivante :

Théoréme V.6 (Admis) f est diagonalisable st et seulement st
{ Ps est scindée dans K
Pour toute valeur propre A, dim Ey = m.

Cas particulier important :

Corollaire V.7 Si le polynome caractéristique de f a n = dim E racines distinctes, alors f est
diagonalisable.
Démonstration
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V.5 Applications

Exemples :

Exemple A.5.5
Exemple A.5.6
Exemple A.5.7

1)

Calcul de A™.

Si A est diagonalisable, il existe P € GL,,(K) et D = Diag(A1, A2, -+, \,) tels que D = P~tAP
et A= PDP~ !

On a alors A™ = PD™P~1 avec D™ = Diag(A[*, AJ%, - -+, A\™) .

(cf Pexemple A.5.5)

Applications aux systemes linéaires d’équations différentielles du premier ordre a coefficients
constants.

Nous nous contenterons de présenter un exemple.
Soit a résoudre le systeme suivant :

2x(t) + 4z(t) = 2'(t)
3z(t) — 4y(t) + 12z(t) = o'(¢)
z(t) — 2y(t) + 5z(t) = 2'(t)
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ol z,y et z sont des fonctions de la variable t et x’, 3’ et z’ sont leurs dérivées.
Ce systeme s’écrit matriciellement

X'(t) = AX(t)

ol
2 0 4 z(t)
A = 3 4 12 et X(t) y(t)
1 2 5 2(t)
on reconnait la matrice A de 'exemple A.5.4. Ainsi en multipliant & gauche les deux membres

de D'égalité X'(t) = AX(t) par la matrice P! et en posant

1 (1)
Y(t) = [ nut) | = PT'X(¢)
z1(t)
on obtient Y'(¢t) = DY () ou D est diagonale, et le systéme est trés simple & résoudre.

On résout en Y (¢) et on revient & X (¢) grace a la relation X (¢) = PY (¢).

(voir les calculs dans I'exemple A.5.6).
Applications & des suites récurrentes.

Nous nous contenterons encore de présenter un exemple.
Soit les suites récurrentes (uy,), (vy,), (wy,) définies par :

62 > >

Applications

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<4<

<« précédent

Uo Upt1 = 2Up + 4w,
Vo e K3etVn>0 Upt1 = U, — v, + 12w,
wo Wp+1 = Un - 2’0" I 5wn

Le probléme est d’exprimer u,,v, et w, en fonction de n, ug, vo et wy.

uﬂ,
Pour cela en notant X, le vecteur Up, on a avec les notations précédentes :
Wn,
Vn >0 Xnt1 = AX,

Et par récurrence immédiate, on a pour tout n € N, X, = A" X,.

(voir le résultat dans I’exemple A.5.7)
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Exemple A.1.1

L’ensemble R? = {(z,y),z € R,y € R} muni des lois + et . définies pour tous (z1,y1), (z2,y2) de
R? et tout A de R par

(T1,91) + (72,92) = (¥1 + 22,91 +y2) et A.(z1,91) = (Az1, Ay1)
est un R— espace vectoriel.

En effet, la loi interne est commutative et associative parce que l'addition de R possede ces pro-
priétés.

Elle admet un neutre qui est Ogz = (0,0) puisque
(z,y) +(0,0) = (¢ + 0,y +0) = (z,y).
Enfin, tout élément (z,y) de R? admet un symétrique qui est (—x, —y) puisque
(@,9) + (=2, —y) = (z — 2,y —y) = (0,0) = Opo.

D’autre part, pour vérifier que la loi externe a les propriétés requises, il suffit d’écrire les formules
et utiliser le fait que la multiplication dans R est distributive par rapport a I’addition et admet le réel
1 comme neutre.

En effet pour tous vy = (z1,91) et va = (x2,y2) de R? et tous A\, u de R on a

Lo A(v1+v2) = A(@1 + 22,91 +y2) = (A1 +22), A1 +y2)) = (Az1 + Awa, Adyr + Ayz)
= ()\xl, )\yl) + ()\.’L‘Q, )\yg) = /\.(l‘l, yl) + )\.(172,3]2) = A1 + A\

2. A+ p)or = A+ p)(21,91) = (A + )z, (A + pyr) = (Az1 + pzy, Ayr + pyr)
= (Az1, Ay1) + (pz1, py1) = A(z1,91) + pe(z1,91) = Ao + pg
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3. (Aw).vr = (Ap)-(21,91) = (A1, Awyr) = Az, Apyr) = A (px1, pyr) Exemple A.1.1
= A(p-(x1,91)) = A (pv1)

4. 1y = 1(z1,y1) = (1z1, 1y1) = (21, 91) = v1.
Ainsi (R?, +,.) est un R— espace vectoriel.

On vérifie de la méme maniere que R = {(x,9,2),7 € R,y € R,z € R} muni des lois + et .
définies pour tous (z1,y1, 21), (T2, Y2, 22) de R? et tout A de R par

(1,y1,21) + (22, Y2, 22) = (1 + @2, y1 + Y2, 21 + 22) et A(z1,91,21) = (Ax1, Ay1, Azy)

est un R— espace vectoriel.

Plus généralement, on montre que R"® = {(z1, z2, -+, x,), avec pour 1 <i <n z; € R} muni des
lois + et . définies comme pour R? ou R? est un R— espace vectoriel.

Retour au grain
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Exemple A.1.2

Définissons deux lois sur I’ensemble des fonctions polynémes K[z]. Une addition notée + ou addi-
tionner deux fonctions polynémes revient a faire la somme des coefficients des termes de méme degré.
Une loi externe notée . ou multiplier une fonction polynéme P par un scalaire revient a multiplier
tous les coefficients de P par ce scalaire.

Si par exemple P = 23 + 222 — 5 et Q = 22 + 8z — 3 alors

P+Q=22+322+8x—8 et 3.P=3z>+62%2—15
Alors (K[x],+,.) est un K — espace vectoriel.

11 suffit de vérifier que les lois + et . ont les propriétés requises.

Retour au grain
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Exemple A.1.3

Soit I un intervalle de R, on note F(I,R) '’ensemble des fonctions définies de I vers R. Pour
toutes fonctions f et g de F(I,R) et tout A € R on définit

f+geF(U,R)oupour tout x € I, (f + g)(z) = f(x) + g(x)

et
A.f € F(I,R) ou pour tout = € I, (A.f)(z) = Af(x)

La encore, (F(I,R),+,.) est un R— espace vectoriel.
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Exemple A.1.4

Soit (E,+,.) un K— espace vectoriel. E et {0g} sont clairement des sous-espaces vectoriels de E.

En effet {Og} est non vide puisqu’il contient O et pour tout A de K, \.0g + 0 = Og € {0}
donc {Og} est un s.e.v (= sous-espace vectoriel) de E.

De méme, E est non vide puisqu’il contient Og et pour tous wvi,vs dans E et tout A\ de K,
A1 + vy € E puisque les lois . et + sont a valeurs dans F¥ donc E est un s.e.v de E.

Retour au grain
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Exemple A.1.5
L’ensemble By = {(z,y,2) € R® / x +y = 0} est-il un s.e.v. de R??

Pour étre dans F;, un élément de R3 doit étre tel que la somme des deux premiers coefficients
vaut 0.

Regardons si F; contient le neutre de R® & savoir Ogs = (0,0,0). On a bien 0 + 0 = 0 donc
(0,0,0) € E; et E7 n'est pas vide.

Regardons la stabilité par rapport aux lois + et ., c’est-a-dire si pour tous v = (,y, z) et
v = (2,y,2") de Ey et tout A de R, v+ € Ej.

Ona v +v = A(v,y,2) + (&', ¢, 2) = Az, Ay, \2) + (2,9, 2') = Dz + 2/, \y + o/, Az + 2') et
Az+2")+(Ay+y') = Ao+ y+2'+y = Mz +y)+ (2’ +y') = A0+0 = 0 puisque v et v’ sont dans E.

Par suite \.v +v' € Ey et F; est un s.e.v. de R3.
Retour au grain
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Exemple A.1.6
L’ensemble By = {(z,y,2) € R® / x +y+ 2 = 1} est-il un s.e.v. de R??
Pour étre dans Es, un élément de R? doit étre tel que la somme de tous ces coefficients vaut 1.

Regardons si E; contient Ogs = (0,0,0) : 0+ 0+ 0 =0 # 1 donc Ogs & E> et E ne peut pas étre
un s.e.v. de R? car la loi + n’a pas de neutre.

E, n’est pas un s.e.v. de R3.

Retour au grain
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Exemple A.1.7

Les vecteurs e; = (1,0) et ea = (0,1) de R? forment une famille génératrice de R?. En effet tout
(x,7) de R? s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs e; et ey :

zer +yez = 2(1,0) +y(0,1) = (z,0) + (0,y) = (z,y)
et R = Vect (eq, ea).
De méme les vecteurs e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) de R3 forment une famille
génératrice de R3. En effet tout (z,y, z) de R? s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs ey, eo
et es :

ey + ye2 + ze3 = 1‘(1,070) + y(07 170) + Z(0,0, 1) = (J),0,0) + (O,U,O) + (0,0,Z) = (x,y,z)

et R3 = Vect (e1, €2, €3).

Retour au grain
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Exemple A.1.8

Soit f; la fonction polynéome définie pour tout z € R par f;(x) = z* avec la convention que pour
tout z € R, fo(x) = 1.

La famille de fonctions polynémes {f;,7 € N} est une famille génératrice de Pespace vectoriel K|x].
En effet, toute fonction polynéme s’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs f;. Par exemple, si
P = x* + 523 — 1222 + 7 alors

P=fi+5f3—12f2+T7fo

Retour au grain
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Exemple A.1.9

Les vecteurs e; = (1,0) et e; = (0,1) de R? forment une famille libre de R2. Pour le prouver,
il faut partir d’une combinaison linéaire nulle des e; et montrer que la seule possibilité est que les
scalaires soient nuls.

Ater + Ageg = Og2 < ()\1,)\2) = (0,0) <~ A =X =0

et (e1,ez) est donc une famille libre.

De méme les vecteurs e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) de R3 forment une famille libre
de R3. En effet

Ater + Ages + Azez = Ops <— (/\1,)\2,)\3) = (0,0,0) <= AN =X=X3=0

et (e, eq, e3) est donc une famille libre.

Retour au grain
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Exemple A.1.10
La famille {(1,2,3),(1,1,1),(0,0,0)} est liée car
0(1,2,3) +0(1,1,1) + 7(0,0,0) = (0,0,0) avec A3 =7#0

On a pu écrire une combinaison linéaire nulle de ces vecteurs sans que tous les coefficients soient
nuls, la famille est donc liée.

On remarque que ceci sera toujours le cas des que la famillle contient le vecteur nul.
La famille {(1,2,3),(1,1,1),(2,4,6)} est liée car

2(1,2,3) +0(1,1,1) — 1(2,4,6) = (0,0,0) avec A\; =2 #0
La famille {(1,2,3),(1,1,1),(1,3,5)} est-elle libre?

Partons d’une combinaison linéaire nulle de ces vecteurs et voyons si nécessairement tous les
scalaires sont nuls.

A1(17273)+A2(17171)+A3(17375) = (05070)
= (A1 + A2+ A3,20 + A2+ 303,30 + Ao +5)\3) = (0,0,0)
ce qui conduit au systeme :
A+ Ao+ A3 = 0 A1 = —X— A3 Ao = A3
201+ X +3x3 = 0 <— —2X o —2X3+ X2 +3X3 = 0 <— A1 = —2)3
B\ +A+5x3 = 0 —3X—3A3+X2+5XN3 = 0 0O = 0
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On constate que quel que soit As,
_2/\3(1a 2) 3) + /\3(1a 1) 1) + /\3(17 3) 5) = (0’ 07 0)
en particulier, si A3 = —1,

2(1,2,3) — (1,1,1) — (1,3,5) = (0,0, 0)

La famille {(1,2,3),(1,1,1),(1,3,5)} est donc liée.

Retour au grain
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Exemple A.1.11

Les vecteurs e; = (1,0) et ez = (0,1) de R? forment une base de R? puisqu’ils sont générateurs et
libres. (cf exercices A.1.7 et A.1.9)

De méme, les vecteurs e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) de R?® forment une base de R?
puisqu’ils sont générateurs et libres. (cf exercices A.1.7 et A.1.9)

De la méme fagon dans R” les vecteurs ey, e, ..., e,, définis par :
e1r = (1,0,0,...,0)
es = (0,1,0,...,0)
en = (0,0,0,...,1)

forment une base de R™.

Retour au grain
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Exemple A.1.12

Dans l’exercice B.1.3, quand nous avons montré que les vecteurs a; = (1,1,0), as = (0,0,1) et
az = (1,—1,—2) de R? formaient une famille génératrice de R? nous avons été amené a résoudre le

systeme

)\1 —+ /\3 = s
Al—A3 =y
)\2 — 2)\3 = Zz
dont 'unique solution est
A= %(:E +y)
() § X = z(@-vy)
/\2 = Tr—y +z

Ainsi,
Y(z,y,2) € R® 3! (A1, A2, \3) définis par la systéme () ci-dessus tels que (,y, z) = A\ja; -+ aaz+Azaz

ce qui d’apres le théoréme 1.3 assure que la famille (o, ao, a3) est une base de R3.

Retour au grain
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Exemple A.1.13

R? est de dimension finie puisque nous avons montré dans I'exemple A.1.11 que R? était engendré
par deux vecteurs. Ces deux vecteurs étant libres, nous avons donc dim R? = 2.

De méme, nous avons trouvé deux bases différentes de R? (cf les exemples A.1.11 et A.1.12) de
méme cardinal 3, donc R3 est de dimension finie et dim R3 = 3.

Plus généralement, R™ est un espace vectoriel de dimension finie et dim R™ = n

D’apres l'exercice B.1.5, K,[z] est de dimension finie et dim K,[z] = n + 1. (Attention!)

Retour au grain
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Exemple A.1.14

Voici plusieurs méthodes pour montrer que les vecteurs (aq, s, ag) définis dans Pexercice B.1.4
forment une base de R3.

Méthode 1 : Montrer comme dans les exercices B.1.3 et B.1.4 qu’ils forment une famille libre et
génératrice. C’est donc une base de R3.

Méthode 2 : Montrer comme dans ’exercice B.1.3 qu’ils forment une famille génératrice et remar-
quer que cette famille est composée de trois vecteurs et que dim R® = 3. On conclut grace a la
propriété 1.5 que la famille (a1, o, a3) est une base de R3.

Méthode 3 : Montrer comme dans l’exercice B.1.4 qu’ils forment une famille libre et remarquer
que cette famille est composée de trois vecteurs et que dim R3> = 3. On conclut grace & la

propriété 1.5 que la famille (a1, oo, a3) est une base de R®.

Remarque : rg (a1, az, a3) = dim R? = 3.

Retour au grain
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Exemple A.2.1

La question est de savoir si les matrices A = (} 3) et B= (é 8) sont inversibles ?

Pour A, cherchons une matrice A’ = (Z g‘t/> telle que AA’ = A’A = I,. Nous avons

;o 1 2 x y\ (1 0 r+2z y+2t\ (1 0
AAIQ‘:)<1 3) <z t)(O 1>‘:’<x+3z y+3t><0 1)

ce qui conduit au systeme

r+2z =1 y = =2t
y+2t = 0 xr = —3z
c4+32 =0 Y2z = 1
y+3t = 1 t =1

s A 3 -2
d’ou A’ = (_1 1 )

On vérifie ensuite que AA’ = A’A = I, donc A est inversible et A~ = (_31 _12)

De la méme maniere pour B, on cherche une matrice B’ = <§ ?) telle que BB’ = B’'B = Is.

pr=n= (o) (2 1) =00 )= ()6 Y)

ce qui est impossible puisque 1 # 0 donc B n’est pas inversible.

Nous avons
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Exemple A.2.2

1. Soit F un espace vectoriel sur K et a un élément de K non nul. Soit g, l'application définie
par
Jo: F — FE
v Qu

Alors g, € L(E). En effet, pour tous (v,v") € E? et tout A € K,
ga(Av+0") = a.(Av+v") = a.(Av)+av’ = (ad).v+ar’ = Aa)v+ar = A (a.v)+a.v’ = X.go(v)+ga (')

L’application g, est appellée 'homothétie de E de rapport a.
2. Soit I’application
g: R3 — R
(z,y,2) — y
alors g € L(R3,R). En effet, pour tous v = (x,y, 2) et v/ = (2/,9/,2') dans R? et tout \ € R,
gAv+v) = g(Dz+2  y+y, 2+ 2"))
= \y+y
= Ag(v) +g(v)

g s’appelle une projection.

Retour au grain
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Exemple A.2.3

fi: R —
€T >
f1(x) = fi(y) sans que & = y, ce qui nie la définition d’injectif.

. R S .
L’application 5 T’est pas injective car f1(—2) = f1(2) = 4 donc on peut avoir

Une autre fagon de le démontrer est de regarder ce que signifie f1(z) = f1(y). On a pour tout z

et y dans R,
fil@)=fily) ==y <= az=y ou =y

donc pas forcément x = y.

foi Ry —
r

. R e
L’application 2 est injective car pour tout = et y dans R,

fa(@) = foly) = ® =y’ <=z =y ou z=—y

mais z et y sont positifs donc 2 = —y est impossible et fo(x) = foly) = = = v.

Retour au grain
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Exemple A.2.4

. : R R . . .
L’application h - : 2 n’est pas surjective car pour w = —2, il n’existe pas de v tel

que f1(v) = w. En effet, f1(v) = v? et un carré est toujours positif.

f5: R — Ry
2

a5 —

que f3(v) =v? = (Vw)? = w..

L’application est surjective car pour tout w dans R, il existe v = \/w tel

Retour au grain
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Exemple A.2.5

f Ry

Une application bijective est a la fois injective et surjective donc I’application N

En effet, elle est injective d’apres exemple A.2.3 et surjective d’apres 'exemple A.2.4.

Retour au grain
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Exemple A.2.6

Dans l’exercice B.2.6 nous avons montré que ’application

gs R2 — R3
(z,y) +— (z+y,2z,y— 3z)

était linéaire. Déterminons son noyau.
Soit (z,y) € R2.

(z,y) € Ker go <= go(x,y) = (0,0,0) <= (z + y,2z,y — 3z) = (0,0,0)

ce qui conduit au systeme

r+y = 0
2x = 0 <=<=zxz=9y=0
y—3z = 0

Le seul vecteur du noyau est (0,0) et Ker go = {Og2} et g2 est injective.
Que dire de la surjectivité ?

R? et R? sont des espaces de dimension finie donc d’apres le théoreme du rang,
dim Im gy = dim R? — dim Ker g = dim R? = 2
puisque l’espace vectoriel réduit au vecteur nul est de dimension 0.
Ainsi, Im g5 est un s.e.v. de dimension 2 dans R3 de dimension 3, donc Im g, # R? et gy n’est

pas surjective.
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D’apres les calculs faits dans I'exercice B.2.6 pour savoir si go était surjective ou non on a Exemple A.2.6

Img, = {w=(a,B,7) €R® tel que v=a-25}
{(OZ,ﬁ,OL - 26)7 (0576) € RQ}

{a(1,0,1) + 8(0,1,-2), (a,B) € R?}
Vect{(1,0,1),(0,1,—2)}

On voit donc que les vecteurs (1,0, 1) et (0,1, —2) sont générateurs de Im go, on vérifie aisément qu’ils
forment une famille libre.

Ainsi, {(1,0,1),(0,1,—2)} est une base de Im g5 et on retrouve que dim Im gy = 2.
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Exemple A.2.7

Dans I'exemple A.2.2 nous avons montré que ’application

Jo: E — F
v — . avec a# 0

était linéaire. Déterminons son noyau. Soit v € E.
veEKer gy, < go(v) =0p <= v =0 <= a=0x ou v=_0g

Ici, @ # Ox donc nécessairement v = 0 et Ker g = {Og} et g est injective.

Si E est de dimension finie, on peut appliquer le théoréeme du rang qui permet d’écrire
dim Im g, = dim E — dim Ker g, = dim F

puisque ’espace vectoriel réduit au vecteur nul est de dimension 0.
Ainsi, Im g, est un s.e.v. de £ de méme dimension que F donc Im g, = F et g, est surjective.

Cependant, les homothéties peuvent étre définies sur des espaces qui ne sont pas de dimension finie
et le théoreme du rang ne s’applique plus. Pour savoir si g, est surjective, il faut revenir a la définition :

Soit w € E on cherche v € E tel que g,(v) = w, c’est-a-dire c.v = w. Or o # O donc il existe
o' € K tel que ac’ = 1. Par suite, si v = o/w alors
ga(v) = ad'w = 1gw = w
et g, est surjective.

Remarque : o/ = —.
o
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Exemple A.2.8

Dans I'exemple A.2.2 nous avons montré que ’application

qg: R3 — R
(x7 y7 z) — y
était linéaire. Déterminons son noyau.

Soit (x,y,z) € R3.
(x,y,2) € Ker g <= g(2,y,2) =0<=y =0

donc
Kerg = {w=(z,y,2) €R® tel que y =0}
= {(z,0,2), (x,2)€R?}
{z(1,0,0) + 2(0,0,1), (z,2) € R?}
= Vect {(1,0,0),(0,0,1)}

On voit donc que les vecteurs (1,0,0) et (0,0, 1) sont générateurs de Ker g, on vérifie aisément qu’ils
forment une famille libre.

Ainsi, {(1,0,0),(0,0,1)} est une base de Ker g et dim Ker g = 2 donc g n’est pas injective.
Que dire de la surjectivité ?

R et R3 sont des espaces de dimension finie donc d’apres le théoréme du rang,

dim Im g = dim R® —dim Ker g=3—-2=1
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Ainsi, Im g est un s.e.v. de dimension 1 dans R de dimension 1, donc nécessairement, Im g = R
et g est surjective.
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Exemple A.2.9

Ecrivons la matrice de I’application linéaire

qg: R3 — R
<x7 y7 z) — y

relativement aux bases canoniques de R? et R.

Soit donc e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) les vecteurs de la base canonique de R? et
f1 = (1) le vecteur de la base canonique de R. Il faut calculer les images de e;, e et e3 en fonction de f;.

Il est clair que g(e1) = g(ez) =0 =0.f1 et g(ez) =1 = 1.f; d’ou la matrice

gler) gle2) g(es)
A =Mat (g, (e1,e2,e3),(f1))= ( 0 1 0 ) h

Retour au grain
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Exemple A.2.10

Ecrivons la matrice de I’application linéaire

g : R — R?
($7y) = (33‘*'3/,255’3/—395)
relativement aux bases canoniques de R? et R3. Soit £ = (eq,e3) et F = (f1, fo, f3) avec
e1 = (1,0), e2 = (0,1), f1 = (1,0,0), f2 = (0,1,0) et f3 = (0,0, 1), les bases canoniques de R? et R3

respectivement.

Nous avons

92(61)292(170) = (1527_3):f1+2f2_3f3
ga(e2) = 92(0,1) = (1,0,1) = f1 +0fa + f3
d’ou
g2(e1)  ga(e2)
1 1 fi
= M =
B at (g2,&,F) 9 0 £
-3 1 f3
Concepts
Notions
Retour au grain
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Exemple A.2.11

Dans 'exercice B.2.5 nous avons montré que la matrice C définie par

1 0 1
cC=|1 0 -1
0 1 -2
est inversible et . )
5 5 0 1 1 1 0
cl=(1 -1 1|==[2 -2 2
11 9) 2\1 -1 0

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension 3 de base respective & = (eq, €2, e3) et

F = (f1, f2, f3)-

On peut associer a la matrice C' 'application linéaire f de E vers E completement définie par la
donnée des images par f des vecteurs (eg, eq, e3) et telle que C'= Mat (f,E, F).

Ainsi

fler) = fitfo
f(62) = f3 Concepts

Notions
fles) = fi—fa—2f3
Et comme la matrice de f est inversible, la fonction f est bijective et f~! est définie par Exemples
1 Exercices
fﬁl(fl) = 5(61 + 2e9 + €3) Documents
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5(61 — 262 — 63)

€3
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Exemple A.2.12
Soit 'application linéaire

gz RQ — RB
($>y) = ($+ya2xay_3x)

dont la matrice relativement aux bases canoniques £ = (e1,e3) et F = (f1, fo, f3) avec e; = (1,0),
e = (0,1), f1 =(1,0,0), fo = (0,1,0) et f3 = (0,0,1) de R? et R? est

1
A = Mat (gg,g,]:): 2
-3

—_ O =

Soient & = (€, eh) et F' = (f1, f4, f4) deux nouvelles bases de R? et R? respectivement, définies
par
er=(2,1), &, =(3,2), i =(1,1,0), fo=(0,0,1) et fs=(1,-1,-2)

Déterminons la matrice A’ = Mat (g2, &', F)'.
D’apres la formule établie précédemment nous avons
A'=Q AP avec P=Pegr et Q= Prp.
Par définition, les matrices P et @) valent :
P=(? %) wa-(10 -
0 1 -2
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11 faut inverser la matrice () ce que nous avons déja fait (cf exercice B.2.5) et qui peut aussi se Exemple A.2.12
faire en exprimant les vecteurs fi, f2 et f3 en fonction des vecteurs fi, f} et f} puisque Q7! est la
matrice de passage entre les bases F’ et F.

De toutes les facons on trouve

z gz O
Q'=(1 -1 1
P10
et
C(F B O\[L DNy oy (33 0\ (3 5\ (3 %
A11120(12>111 4 6 | = -6 -8
i -1 0 -3 1 i -1 0 -5 -7 i -1

Retour au grain
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Exemple A.2.13

Déterminons le rang de la matrice

111 1
A=(2 3 4 5| € Msu(K)
01 2 3

On sait que
rg A < min(3,4) =3

et que

rg A = dim Vect {Cl, 02, 03, 04} = dim Vect {Ll, L2, L3}
Or on constate que Ly = Lg + 2Ly donc Vect {Ly, Lo, L3} = Vect {L1, L3} et comme L; et L3 ne
sont ni nulles, ni proportionnelles, {L1, Lo} est libre donc

rg A=2

Retour au grain
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A.3 Exemples du chapitre Il

A3.1
A.3.2
A.3.3
A3.4
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Exemple A.3.1

ail a2
Soit A= asg1 Qg2
asy as2

lere ligne.
air a2 ais

det a1 22 423
asz1 asz a3z

Dans le cas ou la matrice

section A suivant »

ai3
as3 | . Calculons le déterminant de A en le développant par rapport a la

ass

ass  Qa33 a31 ass

= (DM an) det (0205 ) 4 () ) der (202

+(—1)1+3(a13) det (am (122>
a3l as2

= a11(a22a33 — a32a23) — a12(az21as3 — azi1az3) + aiz(aziase — aziaz2)

= (11022033 — A11032023 — 01021033 + 012031023 + 13021032 — 413031022

est carrée d’ordre 3, il existe une autre fagon de présenter ce calcul que ’on

appelle la régle de Sarrus. (cf cours en présentiel)

Retour au grain
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Exemple A.3.2
Le calcul du déterminant des matrices diagonales ou traingulaires se préte tres bien au dévelop-
pement par rapport a une ligne ou a une colonne a cause du grand nombre de zéros contenus dans

ces matrices.

Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure est égal au produit des termes diagonaux :

ai;p ai2 A1p—1 A1n,
0 a2 aon—1 (05798
0 0 ass ... a3n—1 a3n n
0 0 (0271 in L
a=ill
0 0 Ap—1n—1 QAan—1n
0 0 s

11 suffit de développer chaque déterminant par rapport a la premiere colonne.

En transposant, on obtient que le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure est égal au
produit des termes diagonaux.

Les matrices diagonales étant des matrices triangulaires particulieres, leur déterminant est égal
au produit des termes diagonaux.

Retour au grain
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Exemple A.3.3

Calculons le déterminant de la matrice

A1 2
Z=11 X -1
3 3 A

Nous allons essayer de faire apparaitre des zéros grace aux opérations autorisées sur les lignes ou
colonnes.

A1l 2 A—1 1 2
det 7 = 1 A —1|=1—-Xx X\ -1
3 3 A 0 3 A
en remplagant C; par Cj; — C5 pour annuler le 3 de Cf.
1 1 2
(A=1)|—-1 X —1| en factorisant C; par (A—1)
0 3 A
1 1 2
(A=1)|0 A+1 1| enremplagant Lo par Lo+ Ly.
0 3 A

A+1 1

= 3 )\‘ en développant par rapport a Cj.

= A—-1DPA+D-3=0-1A2+Xx-3)

Retour au grain
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Exemple A.3.4

Pour savoir si 'endomorphisme f associé a la matrice

1 2 6
T=10 0 -5
0 0 12

est bijectif, il suffit de calculer det T'. Or T étant triangulaire, son déterminant est égal au produit

des termes diagonaux et
det T=1x0x12=0

donc T n’est pas inversible et f n’est pas bijectif.

Retour au grain
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A.4 Exemples du chapitre IV

A4l
A4.2
A43
A4.4
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Exemple A.4.1
Soit & résoudre le systeme d’équations linéaires :
[5]131 + QIQ + I3 = 12 ll
(I) 51’1 — 61‘2 + 21’3 = —]. lg
—4xry 4+ 229 + x3 = 3 I3
51 + 219 + x3 = 12 l/l — Iy
(I) <~ [—8].%'2 + a3 = —13 lé — 1y — gh
%332 + %Tg = E%S lé — I3 — %4l1
S5r1 + 2x9 + x3 = 12 l/ll — 1
(1) — —8ry + x3 = —13 I <1
18
99y = Z pweop-Syp

On obtient un systeme triangulaire qui se résoud facilement :

(I) <= 23=3 22=2 11=1

Le 5 encadré est appelé le premier pivot. Le -8 encadré est appelé le deuxieme pivot.

Un des intérets de cette méthode est que 'on raisonne par équivalence. En effet les systemes

successifs ont exactement le méme ensemble solution.

Retour au grain
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Exemple A.4.2

Soit & résoudre le systeme d’équations linéaires :

[5}I1 + 2582 +

iz - w4

5c1 + 2z + 3

(1) <~ x3
51 + x3 + 2x9

(II) <= 1]z
0

section A
I3 =
2(1,'3 =
I3 =
= 12
= —-13
— 63
5
= 12
= —13
= 36

Le systeme n’a donc pas de solution, on dit aussi qu’il est impossible.

Retour au grain

109

suivant »

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A suivant »
Exemple A.4.3
Soit & résoudre le systeme d’équations linéaires :
[5]171 + 2332 + I3 = 12 ll
(III) 5.’E1 - o + 2.%3 = 2 l2
—bxr1 4+ 4ao — 3x3 = 8 I3
5:171 + 2172 + I3 = 12 lll — ll
(III) < [*3}I2 + z3 = -10 Z,Q — 1y — glrl
61‘2 - 21‘3 = 20 lg — l3 - %‘)ll
5r1 + 229 + x3 = 12 l/ll — l/l
(II1) = —3x0 + a3 = —-10 U <1
0 = 0 lf—i5—=510
S5r1 + 219 = 12 —z3
(III) <+~ { 32y = 10— a3
1 = 1=(16 — 5x3)
(III) <—
Tro = %(10 + .’Eg)

Le systeme a donc une infinité de solution.
16 10
157 37

Retour au grain
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Exemple A.4.4

On se propose de résoudre par la méthode de Cramer le systeme a trois équations, trois inconnues :

2r —by+2z = 7
(S) r+2y—4z = 3
3 —4y—6z = 5
La matrice associée a ce systeme est
2 -5 2
A=|1 2 -4
3 —4 —6

Son déterminant est égal a

2 -5 2 0 -9 10
det A = |1 2 —4|=|1 2 -4
3 -4 -6 0 —-10 6

en remplacant Ly par Ly — 2Ls et L3 par Ly — 3Lo

~ DY)
en développant par rapport a la lére colonne
= —(—54+100) = —46 #0 CI\CI):tcizitss
Le déteminant de A n’est pas nul donc d’apres le théoreme IV.2 les solutions sont (z,y, z) avec
17—5 2 127 2 12—57 Exemples
x:_ES 2 -4 V=" 1 3 —4 etz:——6 1 2 3 D'fﬁ;:giis

5 —4 —6 3 5 —6 3 —4 5
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1 7 -5 2 1 7 =5 1
_EB 2 -4 :_EXQB 2 =2
5 —4 —6 5 —4 -3
en factorisant la derniere colonne par 2
1 0 0 1
—— |17 -8 -2
23196 —19 -3
en remplagant C7 par C; — 7C5 et Cy par Co + 5Cj3
1 143 17 -8
B LA P —19‘

en développant par rapport a la lere ligne

1
—53(17 % (~19) +8 x 26) = 5

2 7 2 1 2 7 1
1 3 —4|=—-——x2|1 3 =2
35 6| M |35 -3
en factorisant la derniére colonne par 2
2 7 1
4 13 0
9 26 0

en remplagant Lo par Ly + 211 et Ls par Ls + 3L,

1 143 4 13
_ﬁ<_1) x 1 9 2

L
46

1
23
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en développant par rapport a la derniére colonne Exemple A.4.4

= 72%’(4><26—9><13):1

Calculons z

2 -5 7 1 0O -9 1
z = ——|1 2 3|=—-——|1 2 3
613 4 5/ 469 —10 4
en remplagant Ly par Ly — 2Ly et L3 par Ly — 3Lo
B 1 211 -9 1
= YT g

en développant par rapport a la lere colonne

1
= EC9X (9 +10x1) =1

Retour au grain

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents

<4< 113



<« section précédente chapitre A

A.5 Exemples du chapitre V

ADBL e e 115
ADB2 e e 117
ADB3 e e 118
ADB4 e 119
ADBD 123
ADB.6 e e 124
ADBT e 126
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Exemple A.5.1

Soit E de dimension 3 dont £ = (ey,eq,e3) est une base.

Soit f un endomorphisme de E, défini par :

2 0 4
Mat (f,€) = [ 3 -4 12
1 -2 5
Recherchons les valeurs propres de f. Soit v = xe; + yes + ze3 on a

fw)=M e (f —Aidg)(v) =0< (A— A3)v=0,

d’ou
2—-A 0 4 5 0
fw)y= < 3 —4—-X 12 y| =10
1 -2 5—A z 0
ce qui conduit au systeme
(2—XNz+4z =0
3r+(—4—-Ny+12z = 0
r—=2y+(B-Nz = 0

(0,0,0) est une solution évidente de ce systéme. Ce triplet ne sera pas la seule solution si et
seulement si 'endomorphisme f — A\idg n’est pas injectif donc, puisqu’on est en dimension finie si et
seulement si ’endomorphisme f — Aidg n’est pas bijectif, ce qui est équivalent au fait que la matrice
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(A — AI3) n’est pas inversible, c’est-a-dire si et seulement si son déterminant est nul :

2—A 0 4

ou encore, d’apres les calculs effectués dans ’exercice B.3.3, si et seulement si,
“AA=-1)(A—-2)=0.

Les valeurs propres de f sont donc 0,1 et 2.

Retour au grain
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Exemple A.5.2

Déterminons les espaces propres associés aux valeurs propres de la matrice

2 0 4
A=Mat (f,€) = |3 -4 12
1 -2 5
calculées dans I'exemple A.5.1 et qui valent 0, 1 et 2.
1. Pour A = 0 on doit résoudre
2z + 4z =0 a5 = =23
3r—4dy+12z = 0 <= Y = %z
r—2y+5z2 = 0 —2z2—-32+52 = 0
Donc Ey = {(—22,32,2),z € R} = Vect {(—4,3,2)}.
2. Pour A =1 on doit résoudre
T+ 4z = 0 a3 = —4z
3x—by+12z = 0 <= Y = 0
x—2y+4z = 0 —4z404+42z = 0
Donc Ey = {(—4%,0, %),z € R} = Vect {(—4,0,1)}.
3. Pour A\ = 2 on doit résoudre
3r—6y+122 = 0 < x = 2 Cﬁg;gf:
r—2y+3z = 0 2y —2y+0 = 0
Donc Fy = {(2y,y,0),y € R} = Vect {(2,1,0)}.
Exemples
i Exercices
Retour au grain D,
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Exemple A.5.3

Nous allons calculer le polymome caractéristique des endomorphismes associés aux matrices

2 0 4 2 0 0
A=13 —4 12 et C=10 2 0
1 -2 5 6 -3 -1

Au cours de I'exemple A.5.1 nous avons calculé le polymoéme caractéristique de I'endomorphisme
associé & la matrice A. Nous avons obtenu Py (z) = —z(x — 1)(2 — 2). On remarque que P4 est scindé
dans R et que 0, 1 et 2 sont les trois valeurs propres de A, chacune étant de multiplicité 1.

On note que 0+14+2=3=2—-4+5=Tr(A). Deplusonadet (A) =0x1x2=0et Anest
pas inversible.

2—zx 0 0
Pour la matrice C, nous avons Po(z) =det(C—2I)=| 0 2—x 0 =—(2—2)*(1+2)
6 -3 -1—z
puisque la matrice est triangulaire inférieure. On remarque que Pg est scindé dans R et les valeurs
propres de C sont donc 2 (valeur propre double) et —1 (valeur propre simple).

On remarque que les valeurs propres sont sur la diagonale de C' donc leur somme vaut 7r(C) et

leur produit vaut detC'. Concepts
Notions
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Exemple A.5.4

La question est de savoir si les endomorphismes associés aux matrices

2 0 4 2 0 0 0 1
A=|(3 —4 12],c=0 2 0| et J:(_1 2)
1 -2 5 6 -3 -1
sont diagonalisables.
1. Etude de A et de ’'endomorphisme f associé : Nous avons Py (z) = —z(x —1)(z —2) (cf exemple

A.5.1) dont les racines sont 0,1 et 2. Le polynéme caractéristique a donc 3 = dim FE racines
distinctes donc, d’apres le corollaire V.7, f est diagonalisable et il existe une base V, formée de
vecteurs propres de f, dans laquelle la matrice de f est diagonale.

D’apres les calculs de 'exemple A.5.2 nous avons

Ey = Vect {(—4,3,2)} = Vect {vg}
E, = Vect {(—4,0,1)} = Vect {v1}
Ey, = Vect {(2,1,0)} = Vect {va}.
Or
—4 —4 2 4 —4 2 Concepts
3 0 1| = |3 0 1| enremplacant la colonne 1 par C; —2C5 Meiens
2 1 0 0 1 0
= (—1)3*2 4 en développant par rapport a la ligne 3 Exemples
3 1 Exercices
- 9 # 0 Documents
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Donc la famille V = {vg, v1,v2} est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimen-
sion 3 donc V est une base de E et

0 0 O

A=Mat (f,V)=[0 1 0

0 0 2

De plus, par la formule du changement de base,
-4 -4 2
A'=P7'AP avec P=Pey = 3 0 1
2 1 0
. Etude de C et de ’'endomorphisme g associé : Nous avons Pg(z) = —(z+1)(z —2)? (cf exemple

B.5.3), avec 2 valeur propre double et —1 valeur propre simple. Le polynéme caractéristique est
scindé dans R et pour savoir si g est diagonalisable, il faut regarder si la dimension des espaces
propres est égale a la multiplicité des valeurs propres.

(a) —1 est une valeur propre simple donc dim E_; = 1. On peut calculer le vecteur propre
associé et on obtient E_; = Vect {(0,0,1)} = Vect {w;}.

(b) 2 est valeur propre double, il faut calculer la dimension de Es.
(2,y,2) EEy <= 6x—3y—32=0<=2x—y ==z
Ainsi, E; = Vect {(1,0,2);(0,1,—1)} = Vect {wz,w3}. Les vecteurs wy et ws ne sont

ni nuls ni colinéaires, ils forment une famille libre et génératrice de E5 qui est donc de
dimension 2.

Ainsi, nous avons dim F_; =1 = m_; et dim F5 = 2 = ms. Par suite, ’endomorphisme
g est diagonalisable dans une base de vecteurs propres.
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<« précédent section A suivant »

0 1 0 Exemple A.5.4
Deplus, |0 0 1 |=-1#0.
1 2 -1

La famille W = {w, wa, w3} est donc une famille libre de trois vecteurs dans un espace de
dimension 3 donc W est une base de F et par la formule du changement de base on a

-1 0 0 01 0
C'=Mat (g W)= 0 2 0] =Q 'BQ avec Q=Peyy =0 0 1
0 0 2 1 2 -1

3. Etude de J et de I’endomorphisme u associé :

<4<

Calculons le polynome caractéristique de la matrice J :

—x 1

-1 2—¢ :(*$)(2—x)+1:x2—2x+1:(x71)2

Py(z) = det(J — zl) = ’

Ainsi, P; est scindé dans R et 1 est valeur propre double de J. Pour savoir si u est diagonalisable
ou pas, il faut comparer la dimension de E; avec la multiplicité de la valeur propre 1.
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Déterminons Fj :
(r,y) e Eh <= —cs4+y=0<=z=y

Donc E; = Vect {(1,1)} qui est donc de dimension 1 puisque le vecteur (1,1) n’est pas nul.

Ainsi, dim F; =1 # my = 2 donc u n’est pas diagonalisable.

Retour au grain
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Exemple A.5.5

Calculons A™ avec

2 0 4
A= 3 -4 12
1 -2 5

D’apres 'exemple A.5.4, on sait que : D = P~ 1AP, c’est a dire A = PDP~! avec :

0 0 0 -4 —4 2
D = 01 0 et P = 3 0 1
00 2 2 1 0
Ainsi, A™ = PD™P~! d’ou
4 —4 2 00 0 4 —4 2\'
A™ = 3 0 1 01 0 3 0 1
2 1 0 0 0 2m 2 1 0
-4 —4 2 00 0 -3 1 -2
= 3 0 1 01 0 1 -2 5
2 1 0 00 2m 3 -2 6
—4432m 8—2omt2 _904 3 gmt2
— 3 2m—1 _2m+1 3 2m+1
1 =2 5

Retour au grain
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Exemple A.5.6

Soit & résoudre le systeme suivant :

2x(t) + 4z(t) = 2'(b)
3z(t) — 4y(t) + 12z(t) = Y'(t) <= X'(t)=AX(t)
z@t) — 2yt) + 52(t) = Z(t)
En multipliant & gauche les deux membres de I'égalité X'(t) = AX (t) par la matrice P~! et en posant
X1 (t) —4 —4 2
Y(t) = y1(t) = P7'X(t) avec P = 3 0 1
Z1 (t) 2 1 0

on obtient Y'(¢t) = DY (¢) qui sécrit :

0 00 x1(t) x (t)
0 1 v(t) | = | n@®)
0 0 2 z1(t) 21 (t)
et qui conduit au systeme :
(@) = 0
yi(t) = w(?) Concepts
z1(t) = 2z1(Y) Notions
dont les solutions sont :
x1(t) = c1 ExemPIes
n) = oo Do,
21(t) = cze?
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ou cq, o, c3 sont des scalaires.
On obtient X (t) en écrivant X (¢) = PY(t). Cest a dire :

z(t) — dep —  Acget
y()
2(t)

ou ¢y, o, c3 sont des scalaires.

Retour au grain
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Exemple A.5.7

<« précédent

section A

Soit les suites récurrentes (uy,), (v,), (wy,) définies par :

Soit X, le vecteur

D’ou

Ug
Vo
wWo

Un
Un

eK3etVn>0

wﬂ,
Ce qui donne d’apres les calculs de 'exemple A.5.5

Xn

Un
Un

Wn

Unp+1
'Un+1
wn+1

2Uy,
3u,
Un,

alors pour tout n € N, on a X,, = A" Xj.

—4+3 2"
3 271,—1
1

—4 4+ 3 2" uyg
3 2"_1u0

Uo

8§ —2nt2  _90 4 3 22
_2n+1 3 2n+1
—2 b)
ar 8 — 2n+2 Vo —
_ 2n+1vO +
— 21)0 ol

Retour au grain
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v, + Sw,

uo

Vo

Wo

20 + 3 27F2
3 2n+1w0
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B.1
B.2
B.3
B.4
B.5

Exercices du
Exercices du
Exercices du
Exercices du
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chapitre |

chapitre 11
chapitre 111
chapitre IV
chapitre V
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B.1 Exercices du chapitre |

B.1.1 e 129
B.1.2 e 130
B.1.3 e 131
B.1.A e 132
B.1.5 e 133
B.1.6 e e 134
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Exercice B.1.1

Vérifier que (R?, +,.) défini dans 'exemple A.1.1 est un R— espace vectoriel.

Retour au grain
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Exercice B.1.2

Parmi les ensembles suivants, quels sont ceux qui sont des sous-espaces vectoriels 7

By = {(x,y,2)€R®/x+y—2=0}
Eq {(z,y) eR?* [ 2y =0}

Es {f e FR,R) / f(0) =1}

Eg {f e FR,R) / f(1) =0}

Retour au grain
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Exercice B.1.3

Montrer que les vecteurs a; = (1,1,0), az = (0,0,1) et ag = (1, —1,—2) forment une famille
génératrice de R3.

Retour au grain
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Exercice B.1.4

Montrer que les vecteurs a; = (1,1,0), ag = (0,0,1) et ag = (1, —1, —2) forment une famille libre
de R3.

Retour au grain
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Exercice B.1.5

Montrer que

<« précédent section A

K,lz] ={P € K[z] avec degP < n}

est un s.e.v. de K[z]| et donner une base de ce s.e.v.

Solution

Retour au grain

suivant »
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<« précédent section A

Exercice B.1.6

1. La famille F = {(2, —3), (—6,12)} est-elle une base de R??
2. Quel est le rang de la famille de vecteurs G = {(2, -1, 3),(5,2,—1),(9,0,5)} ?

Retour au grain
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B.2 Exercices du chapitre |l

B.2.1 e 136

B.2.2 e 137

B.2.3 e 138

B.2.4 e 139

B.2.5 e 140

B.2.6 e 141

B.2.7 e 142

B.2.8 e 143

B.2.9 e 144

B.2.10 . e 145
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Exercice B.2.1

Calculer *Q + A. Que remarquez-vous ?

Retour au grain
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Exercice B.2.2

Calculer —5.A.

Solution

<« précédent

Retour au grain
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Exercice B.2.3

<« précédent

section A

Calculer AQ). Comparer ce résultat avec le produit QA.

Solution

Retour au grain

suivant »
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Exercice B.2.4

<« précédent

section A

Calculer *A!Q. Comparer ce résultat avec le produit QA.

Solution

Retour au grain

suivant »

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents




<« précédent

Exercice B.2.5

La matrice

est-elle inversible ? Si oui, donner C'~1.

Retour au grain
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Exercice B.2.6

Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Si oui, dites si elles sont injectives, surjectives ou
bijectives.

1.
g1+ Kla] Klz]
P P’ dérivée de P

g2 : R? R3
(m,y) (:L'+y,2ac,y—3m)

gs R2 — RS
(r,y) — (r+4+y,2z+1,y—3x)

Retour au grain

Solution
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Exercice B.2.7

Pour chacune des deux applications linéaires suivantes, déterminer le noyau, 'image et le rang et
préciser, le cas échéant, si elles sont injectives, surjectives ou bijectives.

1.

hy : R3 — R2
(l’,y,Z) == (l’+y*2,(£72)
2.
hy @ R3 — R?
(z,y) — (@+2y—2,y+22+y—2)
Retour au grain
Solution

Concepts
Notions
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Exercice B.2.8

Ecrire les matrices des applications linéaires définies dans l’exercice B.2.7 relativement aux bases
canoniques de R? et R3.

Retour au grain

Solution
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Exercice B.2.9

Soit ® l’application linéaire de R? dans lui méme dont la matrice relativement & la base canonique
est

7T —12
B= (4 _7> = Mat (¢, €)
ou € = (e, e2) avec e; = (1,0), ex = (0,1).
Ecrire la matrice de ® relativement & la base &' = (e}, e}) avec €] = (2,1), e}, = (3,2).

Retour au grain
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Exercice B.2.10

Calculer le rang de la matrice B définie par

1 1 1
B=1| 2 0 -5
-5 -3 2

Retour au grain
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B.3 Exercices du chapitre |lI

chapitre A

section suivante »

B.3.1 e 147
B.3.2 e 148
B.3.3 e 149

146

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



section A suivant »

Exercice B.3.1

1 -1 3
Soit A=12 0 4 |. Calculer le déterminant de A en le développant par rapport & la lere
5 4 =2
ligne, puis en appliquant la régle de Sarrus.

Retour au grain
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Exercice B.3.2

Calculer le déterminant suivant :
3 16 24 33

1 5 7 9
5 27 36 55
7T 38 51 78

suivant »

Indications : Faire apparaitre des zéros dans la premiére colonne en utilisant le 1, développer selon

cette colonne et recommencer.

Retour au grain
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Exercice B.3.3

1. Pour quelles valeurs de A la matrice

est-elle inversible 7

2. Méme question pour la matrice

By =

Retour au grain
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B.4 Exercices du chapitre IV
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Exercice B.4.1

Résoudre par la méthode du pivot les systemes suivants :

2z Y Z =+ ©t = 1 78

-1 T
4 (S2) 2z

—4z 2y 3z — 4t
(51) 2r 4+ oy 2z
=2 Y

Retour au grain
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B.5 Exercices du chapitre V

B.5.1
B.5.2
B.5.3
B.5.4
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Exercice B.5.1

Soit f un endomorphisme de E dont la matrice dans la base canonique est

Donner les valeurs propres de f.

Retour au grain
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Exercice B.5.2

<« précédent

section A

suivant »

Déterminer les espaces propres associés aux valeurs propres de la matrice

calculées dans l'exercice B.5.1 et qui valent 1 et —2.

Solution

Retour au grain
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Exercice B.5.3

Calculer le polynoéme caractéristique des endomorphismes g et h canoniquement associés aux
matrices

Retour au grain
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<« précédent section A

Exercice B.5.4

Les endomorphismes g, h et k dont les matrices respectives dans la base canonique sont

-1 1 1 4 0 -2 0 1
B=[1 -1 1], H=(0 1 0 | et K(l 0)
1 1 -1 5 1 3

sont-ils diagonalisables ?
1. Si vous ne savez pas comment démarrer voir aide 1
2. Pour la solution de la matrice B voir aide 2
3. Pour la solution de la matrice H voir aide 3
4

. Pour la solution pour la matrice K voir aide 4
Retour au grain

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Annexe C
Documents
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C.1 Documents du chapitre |

Cl1 Démonstration du théoreme 1.1 . . . . . . . . . . ... ... 159
C1.2 Démonstration du théoreme 1.2 . . . . . . . . . ... . 160
C13 Démonstration du théoreme 1.3 . . . . . . . . . .. ... ... 162
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Document C.1.1 Démonstration du théoréeme 1.1

Soit (F,+,.) un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel (E, +,.). Alors F n’est pas vide et pour
tous v1,v9 de F et tout A de K on a
Avy +vg €F

Prenons A = 1 on obtient v; +v5 € F et 4+ est une loi interne, associative et communtative comme
dans F.

Si on prend A = —1 et v; = vy on obtient O = —v; +v; € F donc Og € F et il est le neutre pour
+ dans F.
En prenant A = —1 et v3 = 0 on obtient —v; + 0 € F soit que le symétrique de tout élément

de F est dans F. (F,+) est donc un groupe commutatif.
Enfin, en prenant A quelconque et v3 = O on obtient A\.v; + 0 € F soit que . est une loi externe
qui a évidemment les mémes propriétés dans F' que dans E donc (F, +,.) est un K — espace vectoriel.

Retour au théoreme |.1 A
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Document C.1.2 Démonstration du théoréme 1.2

Vect (A) = ¢ Y Na; /VieJ, NEK, z€A
SE&
J ﬁni
Va; € A, x; = lz; et x; s’écrit comme combinaison linéaire d’éléments de A, donc z; € Vect (A).
Par suite, A C Vect (A) qui est donc non vide.

Soient v1 = A\ix1 + Aoxo + ... + A& €t V2 = piy1 + poy2 + ... + ppx, deux éléments de A et A
un scalaire, alors

AV v = ANzt + AT + o+ AN T + iy F oy o Ty

donc A\v; + vy s’écrit comme une somme finie d’éléments de A multipliés par des scalaires donc
Avy + vy € Vect (A).

Par suite, Vect (A) est non vide et stable pour les lois + et ., ¢’est donc un s.e.v. de E.

Il reste a montrer que c’est le plus petit : Soit donc H, un s.e.v. de E qui contient A. Soit

v =MAx1 + Xoxo + ... + A € Vect (A) avec Vi, x; € A. Cl\cl’gtc,zit:
I

Puisque A C H, Vi,x; € H, et en tant que s.e.v. de E, H est stable pour les lois + et .. Ainsi,
v e H et Vect (A) C H.

Exemples
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On vient de montrer que tout s.e.v. de E contenant A contient aussi Vect (A), donc Vect (A) est
bien le plus petit s.e.v. de F contenant A.

Retour au théoreme 1.2 A
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Document C.1.3 Démonstration du théoreme 1.3
1. Supposons que B = (e, es, ..., €,,) soit une base de E.

B est un systéme générateur donc
Yoe E, 3 {1, 2, -, A} € K" telsque v=Aje; + Agea + -+ + Apep
Supposons qu’il existe une autre écriture de ce méme vecteur v :
v=MNer+Mea+--+Ne,
alors

Are1 + doeg + -+ Apen = Ner + Ayea + -+ Noep
= (A1—ADer+ M2 —Mea+ -+ (A — N)en =0gp
<~ Vie{l,2,---,n} X\;— X\, =0 puisque B est libre
— Vie{l,2,---,n} \i=X\

d’ou 'unicité de 1’écriture.
2. Supposons maintenant que tout vecteur de E s’écrive de maniere unique comme combinaison
linéaire des éléments de B.

Ceci signifie en particuclier que B est une famille génératrice. Montrons qu’elle est libre. Soit
donc un combinaison linéaire nulle des e;.

)\161 +/\262 + +)\nen = OE
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Document
C.1.3
Démonstration
du théoreme .3

or il est clair que

Oey +0ez + -+ + 0e, = 0p

et par unicité de ’écriture, les \; sont forcément nuls et B est un systeme libre. Par suite,
puisque nous avons déja montré que B est générateur , B est une base.

Retour au théoreme [.3 A
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C.2 Documents du chapitre |l

Cc21 Démonstration du théoreme 11.2.1 . . . . . . . . . . ... . ... ... ... 165
C22 Démonstration du corollaire 11.2.3 . . . . . . . . .. ... 167
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Document C.2.1 Démonstration du théoreme 11.2.1

1. Ker g C E est non vide car g(0g) = 0r donc Og € Ker g.
Pour tous v et v' dans Ker g et tout A € K on a

g Av+0") =Ag(w) +g(v') =A0g +0g =0g
donc A\.v + v’ € Ker g.

Ker g est non vide et stable pour les lois + et . de E alors Ker g est un s.e.v de FE.

2. Im g C F est non vide car g(0g) = O donc Op € Im g.

Pour tout w € Im g, il existe v € E tel que g(v) = w. De méme, pour tout w’ € Im g, il existe

v’ € E tel que g(v') = w' et pour tout A € K
g Av+v")=Agv) +g() = Aw+w'
et \.w + w’ appartient & Im g.
Im g est non vide et stable pour les lois + et . de F' alors Im g est un s.e.v de F.
3. Supposons que g est surjective alors
YVwe F,3veE tel que w=g(v)
et FCIm gdoncImg=F

Supposons que Im g = F alors
VweIm g=F,Jv € E tel que w = g(v)
et g est surjective.

Par suite g est surjective <= Im g = F.
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4. Supposons que g soit injective. Alors

<4<

Y(v,v'") € E? g(v) =g(v') = v =1
En particuler, si v € Ker g alors g(v) = 0p = g(0g) et comme g est injective,
g(v) = g(0g) = v =0g donc Ker g ={0g}.
Supposons que Ker g = {Og}. Soit v et v deux vecteurs de E tels que g(v) = g(v’), alors
g() = g(v') = g(v)—g(V') = 0F <= g(v—2') = 0 <= v—0v' € Ker g <= v—v' =0 <= v =1/

et g est injective.

Par suite g est injective <= Ker g = {0g}

Retour au théoreme 11.2.1 A
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Document C.2.2 Démonstration du corollaire 11.2.3

1. 1l est clair que 1. = 2.

2. Si g est injective, alors dim Ker g = 0 et d’apres le théoreme du rang,
dim Im ¢ =dim £ =n =dim F

donc F' =1Im g et g est surjective.
3. Si g est surjective alors F' =1Im g et rg ¢ = dim F = n.

4. Sirg g =n alors dim Im g = n = dim F donc F' = Im g et g est surjective. De plus, d’apres
le théoréeme du rang, dim Ker g = 0 donc Ker g = {Og} et g est injective. Par suite, elle est
bijective.

Retour au corollaire 11.2.3 A
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C.3 Documents du chapitre IV
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section A

Document C.3.1 Démonstration du théoréme V.2

On sait que :
det A#0 <= A inversible

Ainsi :

(S) — AX =B
«— A 1'AX = A°'B
<~ X = A"'B

Donc (S) a une unique solution si et seulement si det A # 0.
Si (21,9, -, x,) est solution alors on peut écrire le systéme (S) sous forme vectorielle :
$1A1 + (EQAQ + ...+ {I?nAn =B

On a alors les égalités suivantes :

det (Al,A27...,Ai_17B,Ai+1,...,A7L) = det (Al,...,A,‘_l,leAl +$2A2+...—|—JZ”AH,AZ‘+1,...,AH)
Jj=n
= ijdet (A17A2,...,Ai_l,Aj,Ai+1,...,An)
j=1
en utilisant la linéarité par rapport a la variable numéro ¢ - .
oncepts
= X; det (Al,A2a-~«7Ai—1aAi7Ai+17-~'»An) Notions
puisqu’un déterminant est nul dés que deux colonnes sont égales
= x;det A
Dot Exemples
ou Exercices
@, = det (A17A27...7141:_17B7A1'+1,...,An) DealiaEiis
det A
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Retour au théoreme IV.2 A
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<« section précédente chapitre A

C.4 Documents du chapitre V

C41 Démonstration du théoreme V.4 . . . . . . . . . .. ... 172
C4.2 Démonstration de la propriété V.b . . . . . ..o oL 173
C43 Démonstration du corollaire V.7 . . . . . . . .. ... .. 174
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section A suivant »

Document C.4.1 Démonstration du théoreme V.4

Nous avons déja remarqué que

F(v) = \v <= (f — Aidg) non bijectif <= det (f — Aidg) =0

f(v) =X v <= Pr(X) =0

Retour au théoreme V.4 A
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<« précédent section A suivant »

Document C.4.2 Démonstration de la propriété V.5

— Sidim I = n, alors Py est une fonction polynéme de degré n qui a donc au maximum n racines,
par suite, f a au plus n valeurs propres.
— Une fonction polynome scindée possede exactement n racines, distinctes ou non et la somme
de leur multiplicité vaut n, le degré de P;.
— Le fait que la somme des valeurs propres soit égale a la trace de A et que le produit soit
égal au déterminant vient des relations entre les coefficients d’une fonction polynoéme et ses
racines que nous n’avons pas étudié.

Retour a la propriété V.5 A
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<« précédent section A

Document C.4.3 Démonstration du corollaire V.7

Pf possede n = dim F racines distinctes donc il est scindé dans R. De plus, f n’admet que des
valeurs propres simples et pour chacune d’elles, I’espace propre associé est de dimension 1, égale a la
multiplicité. D’apres le théoreme V.6, f est diagonalisable.

Retour au corollaire V.7 A
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Noyau d’un application linéaire............... 25
P

Partie génératrice . ........ ... ... 8
Partie liée ... 9
Partie libre. ... i 9
Polynome caractéristique..................... 57
Produit de matrices............. ... ... ..., 19
R

Rang..... ..o i 12
Rang d’une application linéaire............... 26
Rang d’'une matrice ............... ... ... ... 36
S

Scalaire ... .ov e 6
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Solution de I'exercice B.1.1

Soit R? = {(z,y,2),r € R,y € R,z € R}, muni des lois + et . définies pour tous (z1,y1, 21), (T2, y2, 22) de R? et tout A de R
par
(T1,91,21) + (T2, Y2, 22) = (@1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22) et A.(z1,y1,21) = (AT1, Ay, Az1)

La loi interne est commutative et associative parce que I’addition de R possede ces propriétés.

Elle admet un neutre qui est Ogs = (0, 0,0) puisque
(x,y,2) +(0,0,0) = (x + 0,y + 0,2 +0) = (z,y, 2).
Enfin, tout élément (z,vy,2) de R® admet un symétrique qui est (—x, —y, —z) puisque
(z,y,2) + (—x,—y,—2) = (r —x,y —y,z2 — z) = (0,0,0) = Ogs.

D’autre part, pour vérifier que la loi externe a les propriétés requises, il suffit d’écrire les formules et utiliser le fait que
la multiplication dans R est distributive par rapport a 'addition et admet le réel 1 comme neutre.

En effet pour tous vy = (21,41, 21) et va = (72,2, 22) de R? et tous A, u de R nous avons

1. )\.("Ul +’U2) = A(Il?l —+ T2, Y1 —+ Y2, 21 —+ ZQ) = ()\(33'1 —+ IL’Q),)\(yl —+ yg),A(Zl —+ 22)) = ()\l'l —+ )\Z’Q,)\yl —+ )\yQ,)\Zl + )\22)
= (Az1, A\y1, Az1) + (Aza, Ay, Aza) = A(21, 91, 21) + A (22, Y2, 22) = Avr + Ay

2. A+ p)vr = A+ p)(z1,91,21) = (A4 )z, A+ p)yr, (A + p)z1) = (Az1 + par, Ay + pyn, Az + pe)
= (Az1, Ay1, Az1) + (p@1, pya, pz1) = A(21, 91, 21) + p(T1, 91, 21) = Ao + por

3. (/\u)&vl =)(Au)~(x17y1= z1) = ((Aw)zy, Ay, (Aw)21) = (Auwy, Auyr, Apzi) = A (pay, pyr, pz1) = A (u-(21, 91, 21))
= A (p.v1

4. Lv = L(z1,91,21) = (121, Ly, 121) = (21,91, 21) = v1.
Ainsi (R, +,.) est un R— espace vectoriel.

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.1.2

— Etude de E3 = {(x,9,2) €R® /o +y—2=0}:
Es5 est un sous-ensemble de R3, est-ce un s.e.v. de R3?
04 0—0=0 donc (0,0,0) € E3 et E3 n’est pas vide.

Soient v = (z,y,2) et v = (a/,y’,2’) dans E5 et A € R. Comme pour 'exercice A.1.5 on a
Av+v' =z + 2 Ay+y, A2+ 2) et

Az+2)+Qy+y)— O+ )= z+dy—dz+2' +y -2 =XNe+y—2)+ (@' +y —2)=X0+0=0
puisque v et v’ sont dans Fs.

Par suite \.v + v’ € E5 et E5 est un s.e.v. de R3.
— Etude de Ey = {(z,y) € R? / 2y =0} :

E, est un sous-ensemble de R2, est-ce un s.e.v. de R? ?
0 x 0=0 donc (0,0) =0g2 € E4 et E4 n’est pas vide.

Soient v = (z,y) et v/ = (¢/,y’) dans E4 et A € R. Pour savoir si A.v +v' = (Az + 2/, \y + ¢//) € Ey, il faut effectuer le
produit (Az + ') (Ay + ¢') et regarder s’il est nul.

Az + 2 )y + o) = Moy + dzy’ + M’y + 2y

et comme v et v’ sont dans FEy, il est clair que Azy = z’y/ = 0 mais il n’y a aucune raison pour que le terme Azy’ + Ayz’
soit nul. C’est que E4 n’est pas un s.e.v., il suffit donc de trouver un contre exemple.

(0,1) € B4 car 0 x 1 =0, de méme (1,0) € E4 et (0,1) +(1,0) = (1,1) et 1 x 1 =1 # 0 donc Ey n’est pas stable pour
la loi +, ce n’est pas un s.e.v. de R2.



— Etude de E5 = {f € F(R,R) / f(0) =1}
Ej5 est un sous-ensemble de F(R,R), est-ce un s.e.v. de F(R,R)?
Les fonctions de Es5 sont celles qui valent 1 en 0. La fonction identiquement nulle, neutre de F(R,R) vaut 0 en 0 et
n’appartient donc pas a E5 qui ne peut pas étre un s.e.v. de F(R,R).
— Etude de Es = {f € F(R,R) / f(1) =0}
Eg est un sous-ensemble de F(R,R), est-ce un s.e.v. de F(R,R)?

Les fonctions de Eg sont celles qui valent 0 en 1. La fonction identiquement nulle, neutre de F(R,R) vaut 0 en 1 et
appartient donc a Eg qui n’est pas vide.

Soient f et g dans Eg et A € R. Pour savoir si A.f + g € Fg, il faut calculer la valeur de cette fonction en 1 :

(Af+9) 1) =(AN)D) +9(1) =Af(1) +9(1) =0
puisque f et g sont dans Fg donc \.f + g € Eg.

Par suite, Fg n’est pas vide et est stable pour les lois + et ., Eg est un s.e.v. de F(R,R).

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.1.3

Il faut montrer que R? = Vect (a1, az, a3), c’est-a-dire que tout (z,y, 2), vecteur quelconque de R? s’écrit comme combinaison
linéaire des vecteurs aq, as et as.

On cherche donc des réels A1, A et A3 tels que (z,y, 2) = Ajag + Aaaa + Azas.

Or
Arag + Ao + Azaz = A1(1,1,0) + X2(0,0,1) + A3(1, =1, -2) = (A1 + A3, A1 — A3, A2 — 2X3) = (2,9, 2)

ce qui conduit au systeme :

A=A = y &= 3 = 5@y
A —2) 3 = =z Ao = x—y+z

Le systeme admet des solutions donc la famille (g, g, a3) est une famille génératrice de R3.

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.1.4

On part d’une combinaison linéaire nulle des «; et il faut essayer de montrer que nécessairement tous les scalaires sont nuls.

)\10[1 + )\20[2 + )\30(3 = (O, 0, O)
= A(L,1,0) 4+ A2(0,0,1) + Ag(1,—1,-2) = (0,0,0)
— <>\1+)\3,/\1 — A3, Ao —2)\3) = (0,0,0)
ce qui conduit au systeme :
AMM+XA3 = 0 A = 0
Al — A3 = 0 — A3 = 0
A —2X3 = 0 Ay = 2X3=0

La famille (a1, ao, a3) est une famille libre de R3.

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.1.5

K, [z] n’est pas vide puisque la fonction polynéme nulle est de degré —oo et appartient donc a K, [z].

De plus, si P et @ sont deux fonctions polynémes de K, [z] alors pour tout A € K|
deg (AP + Q) < maz(deg P,deg Q) < n donc AP + Q € K, [z].

K, [z] est donc un s.e.v. de K[z] puisqu’il est non vide et stable pour les lois + et .
Déterminons une base de ce s.e.v. :

Les fonctions polynémes de K, [z] sont de la forme
"™ + ap12" + -+ asz? + ayz + ag.

Soit donc la famille B,, = {f;,0 < i < n} ol pour tout i € {0,1,2,---,n} et pour tout z € K fi(z) = 2 ave’c la
convention que pour tout x € K fo(z) = 1.

La famille B,, est génératrice de K, [z] puisque pour tout P € K, [z], il existe (an,an_1,--,a1,a0) € K" tels que

P = anfn +an71fn71 qFoeo +a2f2 +a1fl +(l0f0

Reste a montrer que B, est libre. Or une fonction polynome est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls donc

anfn+an—1fn—1+"'+a2f2+a1fl+a0f0 = OK[L]
— apz" Fan_ 12" 4t asz? Fax +ag = Okl
—a,=ap_1=-"-=ay=a1=ay = O

et B, est une famille libre.

Par suite, B,, est une base de K, [x].

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.1.6

1. F contient deux vecteurs et dim R? = 2, il suffit donc de vérifier que F est libre.
a(2,-3) + 8(—6,12) = (0,0) <= (2a — 68, —3a + 125) = (0,0)

ce qui conduit au systeme
2a—66 = 0 — a = 30
304128 = 0 38 = 0
donc o = 3 = 0.
2. Calculer le rang de G revient & calculer la dimension de G = Vect {g1, 92,93} ot g1 = (2,—1,3), g2 = (5,2,—1) et
93 = (9,0,5). Pour cela, il faut trouver une base de G.

Il est clair que G = {g1, g2, g3} est une famille génératrice de G donc dim G < 3. Pour savoir si ¢’est une base, il faut
regarder si G est libre ou pas.

agr+B92+79s = Ogs
— a(2,-1,3)+ 5(5,2,—-1) +v(9,0,5) = (0,0,0)
— (2a+56+9y,—a+25,3a—G+5y) = (0,0,0)
ce qui conduit au systeme
20+ 560+9y = 0 Q@ = 20
—a+ 243 = 0 < (¢ 968+9y = 0
3a—pF+5y = 0 56+5y = 0
d’ou f=—yet a=—27.
La famille G est donc liée, et si par exemple on prend v = —1 on a

291 +92 — g3 = 0Ors ou 291 + g2 = g3

On en déduit que G = Vect {g1, 92,93} = Vect {g1,92}. En effet



(a) Vect {g1, 92,93} est un s.e.v. de R? qui contient {g1, g2} et qui contient donc Vect {g1, g2} puisque, par définition,
Vect {g1, g2} est le plus petit s.e.v. de R® contenant {g1,go}. Ainsi Vect {g1, 92,93} D Vect {g1, 92}

(b) g3 = 2g1 + g2 donc g3 € Vect {g1,g2}. Par suite Vect {g1, g2} est un s.e.v. de R® qui contient {g1, 92,93} et qui
contient donc Vect {g1, g2, g3} puisque, par définition, Vect {g1, g2, g3} est le plus petit s.e.v. de R contenant
{91, 92, 93}. Ainsi Vect {g1,92, 93} C Vect {g1, g2}

Par double inclusion, nous avons G = Vect {g1, 92,93} = Vect {g1,92} et {g1,92} est une famille génératrice de G.
Voyons si ¢’est une famille libre.

agr + g2 = Ors <= «(2,—1,3) + 5(5,2,—1) = (0,0,0) <= (2a + 58, —a + 28,3a — 3) = (0,0,0)

ce qui conduit au systeme

20+58 = 0 a = 20
—a+28 = 0 << 96 = 0
3a—0p = 0 56 = 0

d’ott = B = 0 donc la famille {(2,—1,3), (5,2, —1)} est libre.

Par suite {(2,—1,3),(5,2,—1)} est une base de G donc dim G =2 et rg {(2,-1,3), (5,2,—-1),(9,0,5)} = 2.

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.2.1

1 4 1 2 2 6
‘Q+A=[2 5|+ -2 1 |=]0 6|="(Q+"4)
3 6 0 -1 3 5
On montre de fagon plus générale que pour toutes matrices A et B de My, (K), '(A+ B)= A+ 'B.

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.2.2

1 2 )
—5A=-5|-2 1 =1 10
0 -1 0

Retour a I'exercice A
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Solution de |'exercice B.2.3

Si on note w;j, d;; et g; ; les coefficients respectifs des matrices €2, A et @ = AQ alors

2

q1 = Zdlkwk1:1x1+2x4:9
k=1
2

Q2 = Y Oupwpa=1x2+2x5=12
k=1
2

Qi3 = Y Oupwks =1%x3+2x6=15
k=1
2

g1 = Zézkwklz—Qxl—l—lXZl:Q
k=1
2

G2 = Y Omwpa=-2x2+1x5=1
k=1
2

Q23 = Zégkwk3:—2x3+1x6:0
k=1
2

g3 = Zagkwk1:0x1+(—1)x4:—4
k=1
2

32 = 253kwk2:0><2+(_1)><5:_5
k=1
2

gss = 3 Osewrs =0x3+ (1) x6=—6

k=1



d’ont
1 2 9 12 15
Q=A0=1[-2 1 (}1 § 2) 2 1 0
—4 -5 —6
Ce résultat est a comparer avec le produit QA déja effectué :
1 2
1 2 3 -3 1
P=0A= ( ) 1= ( )
4 5 6 0 —1 —6 7
On constate que P # @ soit que QA # A€, le produit matriciel n’est pas commutatif (les matrices n’ont méme pas la

méme taille).

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.2.4

taty_ (1 =2 0
aaac(} 2 9)
De méme, QA = * (AQ).

On montre de fagon plus générale que pour toutes matrices A € M,,,,(K) et B € M,,,(K)ona ‘(AB)= 'B'A.

Retour a |'exercice A



La matrice C est inversible et

Solution de |'exercice B.2.5

1 1
13 0 /11
I -1 1]=5(2 -2
1 1
P ) 1 -1

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.2.6

1. V(P,Q) € (K[2])%, VA € K,
g(AP+Q)= (AP +Q) =AP' +Q = XIg1(P) + 9:1(Q)

d’apres les propriétés de la dérivée, donc g1 € L(K[z]).

De plus il est clair que les fonctions polynéomes P = x + 1 et Q = x — 7 ont la méme dérivée, a savoir 1. On a donc
q1(P) = g1(Q) avec P # @ donc g; n’est pas injective.

o a Ay
D’autre part, pour tout P = a,2" +a,_12" "t +--- a1z +ap € K[z] il existe Q = e _gntl g Inolgn .

@i o
a1 23: +apx

tel que g1(Q) = Q' = P donc g; est surjective.

2. Pour tous v = (z,y) et v/ = (2/,y') dans R? et tout A € R,

gAv+v) = g(Dz+2 ) y+7vy))
= (z+2)+Qy+vy), 202 +2'), Ay +y) - 3(A\x +2))
= (Mz+y)+ @ +y),A22) + 22", My — 32) + (y' — 327))
= Mz +y),\22), Ny —32)) + (2’ +v/,22',y' — 32)
= )\(l'—l—y,Q(E,y—?)CL')-’-($l+y/,2x/,y/—3.’ﬂl)
= Ag2(v) + g2(v)
donc g2 € L(R?,R3).
De plus,
gQ(U) = g?(v/) — (l’ + Y, 2"5; Yy—= 333) = (xl + y/a 2$/,y/ 7 31’/)
ce qui conduit au systeme
z+y = o +vy
20 = 27/ —=zr=a et y=1v
y—3r = y —37



Ainsi, g2(v) = g2(v') = v = et g est injective.

Regardons si gy est surjective :

Soit w = (a, 3,7) € R3. On cherche v = (z,y) dans R? tel que g2(v) = w.

ce qui conduit au systeme

92(1)) =W <— (Oé,/B,'}/) = (:L’+y,2x,y—31’)

€T =

y =
a—20 =

r+y =
2z =
y—3xr =

=2 ®» e
= O vw
|
@

donc si v # a — 20 le systeme n’a pas de solutions.

Cela signifie que si w = (a, 3,7) avec v # a — 23, il n’esiste pas de v € R? tel que go(v) = w et go n’est pas surjective.
3. Pour tous v = (z,y) et v/ = (2/,y') dans R? et tout A € R,

gs(Av+) =

donc g3 n’est pas lindire.

93((Az +2', Ay +9))

((Az+2) + (A +¢), 200 +2) + 1, Ay +3') = 30\ + 2))
Az +y)+ @ +9),A2z) + 22" + 1, Ay — 3z) + (v — 32"))
Mz + 1), A\22),\(y — 32)) + (' + ¢/, 22" + 1,9/ — 32')

Mz +vy,2z,y —3x) + (o' + 3/, 22" + 1,y — 32")

A.g3(v) + g3(v') car g3(v) = (z+y,2z+ 1,y — 3z)

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.2.7

1. Soit (z,y,2) € R3.
(,y,2) € Ker hy <= hy(z,y,2) =0z <= (z+y — 2,2 — z) = (0,0)

ce qui conduit au systeme

z+y—z = 0 m = 2
{ T—z = 0 <:>{y = 0
donc
Kerhy = {v=(2,9,2) €R® telque y =0 et ==z}

= {(z,0,z), = €R}
= {z(1,0,1), z e R}
= Vect {(1,0,1)}

On voit donc que le vecteur (1,0, 1) est générateur de Ker hq, il n’est pas nul donc {(1,0,1)} est une famille libre, c’est
une base de Ker h;. De plus, h; n’est pas injective.

On est en dimension finie donc le théoreme du rang permet d’écrire :
dim Im h; = dim R® — dim Ker by =3 —1=2
Ainsi, Im h; est un s.e.v. de dimension 2 dans R? de dimension 2, donc nécessairement, Im h; = R? et h; est surjective.
Le rang de h; est la dimension de Im h; donc rg hy = 2.
2. Soit (z,y,z) € R3.
(x,y,2) € Ker hg <= ho(z,y,2) =0<= (2 + 2y — 2,y + 2,2+ y—2) = (0,0,0)

ce qui conduit au systeme

z+2y—z = 0 % = —y
y+z = 0 <= T = Jy <—<y=z=2z=0.
z+y—2z = 0 —3y+y+y = 0



Par suite Ker hy = {(0,0,0)} et hq est injective.

On est en dimension finie donc le théoreme du rang permet d’écrire :
dim Im hy = dim R® — dim Ker hy =3 -0=3

Ainsi, Im hy est un s.e.v. de dimension 3 dans R? de dimension 3, donc nécessairement, Im hy = R? et hy est surjective
donc bijective.

Le rang de hy est la dimension de Im hs donc rg hs = 3.

Retour a |'exercice A



Solution de |'exercice B.2.8

1. Déterminons la matrice de ’application linéaire :

hl 5 RB — RQ
(z,y,2) — (@+y—z2-2)

Il faut donc calculer les images par h; des vecteurs e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0) et es = (0,0, 1) en fonction des vecteurs

fi=(1,0) et fo =(0,1).
Nous avons

1(17070) = (171):f1+f2
1(07170) = (1,0):f1+0f2
hi(es) = h1(0,0,1) = (-1, -1)=—fi—fo
d’ou
hl(el) h,l (62) h1 (63)
Cl = Mat (hlu(el7627e3)7(f1af2)): 1 1 —1 fl
1 0 —1 fo
2. Déterminons la matrice de I’application linéaire :
h2 5 Rs — R3
(y) — (@+2y—zytzo+y—2z)

Il faut donc calculer les images par hs des vecteurs e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1) en fonction des vecteurs
f1=1(1,0,0), fo = (0,1,0) et f3 =(0,0,1).
Nous avons

ha(e1) = h2(1,0,0) = (1,0,1) = f1 +0f2+ f3
hg(eg) = hQ(O, 1,0) = (2, 1, 1) = 2f1 + f2 —+ f3
ha(es) = h2(0,0,1) = (=1,1,-1)=—fi+ fo — f3



d’ou
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Solution de |'exercice B.2.9

Soit B’ = Mat (¢,&’). D’apres la formule du cours on a
B' =P AP avec P = Pegr

puisqu’ici, on garde la méme base pour I’espace de départ et d’arrivée.

On a
2 3
(3 3)
Il faut donc inverser la matrice P. Nous avons

el = 2e +e ) . 2] —ey, = e
I d’o / /
ey, = 3er +2e —3e] +2e5 = eg

et

Par suite,

B — 2 -3 7T —12 2 3\ (2 -3 2 3\ (1 0
A1 2 4 -7 1 2) \1 -2 1 2) \0 -1
On remarque que la matrice de ® relativement & la base £ est beaucoup plus simple que la matrice de @ relativement &

la base canonique £. On reviendra sur cet aspect dans la chapitre concernant la réduction d’endomorphismes.
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Solution de I'exercice B.2.10
Nous savons que rg B = dim Vect {C7, Cs, C5} = dim Vect {L;1, Ly, L3} et que 1 <rg B < 3.
On constate que Ly + Ly = —3L; mais que {L;, Lo} est libre done

rg B=2
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Solution de |'exercice B.3.1

(~1)+1(1) det (2 _42) +(—1)12(1) det (; 5

0x(—2)—4x4+2x(=2)—5x4+3(2x4—0x5)
—16—4—20+24=—16
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) + (—=1)*3(3) det (

2 0
5 4

)



N Ot — W

16 24 33
5 7 9
27 36 55
38 51 78

Solution de |'exercice B.3.2

6
9
10
15
1 3 6
(-2 1 10
3 2 15
1 3 6
(-1)|0 -5 -2
0 -7 -3
-5 —2‘

O O = O
W DN Ot =
N — J W

<_1)(_1)1+1 -7 -3

(=1)(=D)(=1)(-1) '57) 3‘ en factorisant chaque colonne par (—1)

(—1)(5x3—2x7)=-1
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Solution de |'exercice B.3.3

1. Pour savoir pour quelles valeurs de A la matrice Ay est inversible, il faut chercher pour quelles valeurs de A, det Ay
n’est pas nul. Calculons ce déterminant en le développant par rapport & la premiere ligne (parce qu’elle contient 0) :

—4-) 12 3 —4-2)
3 —4—-X 12 = (—1fe-xn + (—1)1+34
=2 B=2 1 -2

= 2-XN[(-4-NB-N+24+4(-6+4+1X)
= (2-A)[-20—- XA+ A% +24—4]
AN —1)(2-))

Donc A est inversible si et seulement si A & {0, 1,2}.

2. Regardons donc quand le déterminant de By s’annule :

—1-A 1 1 1—A 1 1
1 —1-=A 1 = 1-X2 —1-2AX 1 en remplagant Cy par Cj + Cs + Cs
1 1 —-1-A 1-A 1 —-1-A
1 1 1
= 1-N)|1 —-1-2A\ 1 en mettant en facteur (1 — A) dans Cj
1 1 —1-A
1 1 1
= (1-X)|0 —2—2A 0 en retranchant L, aux lignes 2 et 3
0 0 —2-—X

= (1 —\)(—2— \)?puisque la matrice est triangulaire supérieure
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1. Pour 57 :

(S1)

2]z
—4x
2x
—2x

+ 4+

z
3z
2z
2z

Solution de |'exercice B.4.1

+

t
4t

2t

Les solutions sont donc t =0,z =1,z =1 — % d’ou

2. Pour S, :

|+ + +

ESEESIINS

S =

3z

{

1 2r + y
1
4
0
2r + y
—
— %a?ﬁ 170)7?/ € R}
2 a8 2y
—1 y
4 3y
1 3y
a8 2y
s y
a8 2y
— y

2z
3z
2z

2z
9z
8z

2z
9z

OO ==

e e N



Les solutions sont donc z =1,y =1,z = 1 d’ou

3. Pour S5 :

Ce systeme n’a pas de solutions.

B
2z
T

+

Sy ={(1,1,1)}
2y = 3
Jy = -1 <
y = 1
—
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Solution de |'exercice B.5.1

On cherche donc les réels A tels qu’il existe des v # 0g et f(v) = A.w. D’aprés le raisonnement fait précedemment, A est
valeur propre de f si et seulement si la matrice B — A\I3 n’est pas inversible.

D’apres les calculs faits dans l’exercice B.3.3,
det (B —A3) = (1—X\)(=2—))2

Les valeurs propres sont donc 1 et —2.
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Solution de |'exercice B.5.2

Notons f ’endomorphisme de E dont la matrice est

fw)= < (f —Aidg)(v) =0 & (B — A3)v =0,

d’ou
—1—X 1 1 0 0
fv) =& 1 ——X 1 y| =10
1 1 —1-A z 0
ce qui conduit au systeme
(—1=XNz+y+z = 0
z+(-1-XNy+z = 0
z+y+(-1-XA)z = 0
1. Pour A =1 on doit résoudre
—2x+y+z = 0 z = 2z—vy
z—2y+z = 0 z =Y
r+y+ -2z = 0 A =2 = 0
Donc Ey = {(z,z,z),x € R} = Vect {(1,1,1)}.
2. Pour A = —2 on doit résoudre
z+y+z = 0
z+yt+z = 0 <=z=—-z—y
z+y+z = 0

Donc E; = {(z,y, —z — y), (z,y) € R?} = Vect {(1,0,—1),

—~

0,1,—1)}.
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Solution de |'exercice B.5.3

1. Etude de la matrice B.
Au cours de lexercice B.5.1, nous avons calculé le polymome caractéristique de ’endomorphisme associé a la matrice B.

Nous avons Pg(r) = (1 — z)(x + 2)? donc Pg est scindé dans R, 1 est valeur propre simple et —2 est valeur propre
double.
Dans ces conditions, det B =1 X (—=2) x (—2) =4 et on vérifleque 1 —2—2=-3=-1—-1-1=Tr(B).
2. Etude de la matrice H.
Par définition,
—4 -z 0 =7
Py(xz) =det (H—zl3) = 0 -z 0
5 1 33—z

En développant le déterminant par rapport a la 2eme ligne, on obtient

Pa@)=(-2)| o7 2| = @-o)(-4-2)@—2)+10]

= (1-2)(-12+42-3z+2>+10)=(1-z)(z®+z—2) = —(1 —z)>(2+2)
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Aide 1, Exercice B.5.4

Il faut calculer pour chacune des trois matrices, le polynéme caractéristique, les valeurs propres ainsi que leur multiplicité et
comparer la dimension des espaces propres avec la multiplicité des valeurs propres. On conclut ensuite avec le théoreme V.6.
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Aide 2, Exercice B.5.4

Voici la solution pour B :

Nous avons Pg(x) = —(x — 1)(x + 2)? (cf exercice B.5.1) dont les racines sont 1 et —2. Le polynome caractéristique est
scindé dans R. Pour savoir si g est diagonalisable, il faut vérifier si la dimension des espaces propres est égale a la multiplicité
des valeurs propres.

1. 1 est une valeur propre simple donc dim F; = 1

Remarque : dans 'exercice B.5.2, nous avons méme montré que

E; = Vect {(1,1,1)} = Vect {w;}.
2. —2 est valeur propre double, donc il faut vérifier que dim F_5 = 2. Or, toujours dans l’exercice B.5.2, nous avons
montré que F_5 = Vect {(1,0,—1),(0,1,—1)} = Vect {wo, w3} et dim F_5 =2
Par suite, g est diagonalisable et il existe une base de vecteurs propres.

D’autre part,
1 1 0 1 0 0
1 0 1|=|1 -1 1 |=1+2=3#0
1 =1 -1 1 -2 -1
La famille W = {w;, w2, w3} est donc ne famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 donc W est une
base de E et

1 0 O
B'=Mat (g W)=10 -2 0
0 0 -2
De plus, par la formule du changement de base,
1 1 0
B =Q 'BQ avec Q=Peyy=[1 0 1
1 -1 -1
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Aide 3, Exercice B.5.4

Voici la solution pour H :

Dans ’exercice B.5.3 nous avons calculé le polyndéme caractéristique de h et avons trouvé :

Py(z) = —(1 —z)?(2+ )

dont les racines sont 1 et —2.

Le polynome caractéristique est scindé dans R. Pour savoir si h est diagonalisable, il faut savoir si la dimension des espaces
propres est égale a la multiplicité des valeurs propres.

1.

—2 est une valeur propre simple donc dim E_5 =1

. 1 est valeur propre double, donc il faut regarder si dim F; = 2.

-5 0 -2 x 0
h(v)=v<= (H-L)v=0g<= | 0 0 0 y| =10
5 1 2 z 0
ce qui conduit au systeme
{ or=22 = 0 0= y=0 et z:—gx
Se+y+2z = 0 2

et By = {(,0,—22),z € R} = Vect {(2,0,—5)} donc dim E; =1 < 2 = m_, (puisque le vecteur (2,0, —5) n’est pas
nul) et h n’est pas diagonalisable.
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Aide 4, Exercice B.5.4

Voici la solution pour K :

Calculons le polynéme caractéristique de k :

— 1
Pi(z) = det (K—mb)z’_glc ’:x2+1
La fonction polynéome P n’est pas scindée sur R donc k n’est pas diagonalisable dans R.
Cependant, si on suppose que E est un espace vectoriel sur le corps C, alors la fonction polynéme Pj est scindée sur C. De

plus, elle n’a que des racines simples (i et —i) donc ’endomorphisme associé est diagonalisable dans C.
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