
            

sx  contrainte normale   

Elle correspond à une force par  

unité de surface (unité=MPa) 

Vecteur contrainte σ =
F

S
 

ε =
∆L

L
 

Re 

E 

Zone élastique 

ESSAI DE TRACTION 

La grandeur de référence est la contrainte 

x 

y 

z 

x 

y 

z 

x 

y 

z 

x 

y 

z 

sx 

txy 
txz 

C(M,x) 

C(M,x) = σx. x + τxy. y + τxz. z  

txy et txz contrainte tangentielle   

  

Fibre comprimée 

Fibre tendue 

Fibre cisaillée 

Vecteur contrainte 
La contrainte a 

un sens 

La contrainte a 

une direction 



Caractérisation graphique : Tricercle de Mohr Caractérisation mathématique : Tenseur des 

contraintes 

Etat de contrainte 

Le vecteur contrainte dépend de l’orientation de la facette (sous quel angle on regarde le point) 

C(M,n1) 

n1  
C(M,n2) 

n2  

C(M,n3) 

n3  

M 

M 
M 

𝜎𝑖𝑗 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧 𝑥𝑦𝑧

 

C(M,x) C(M,y) C(M,z) 

C(M,n) = σij . n  

Le tenseur est symétrique 

Il permet de calculer le vecteur 

contrainte pour toute orientation 
Il permet de visualiser en un point tous les 

vecteurs contraintes pour toute orientation 

s 

t 

C(M,n) 

L’extrémité du vecteur 

contrainte est dans la 

zone hachurée 



Caractérisation mathématique : Tenseur des 

contraintes Relations d’équilibre 

𝜎𝑖𝑗 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧 𝑥𝑦𝑧

 

C(M,x) C(M,y) C(M,z) 

𝑥  

𝑦  

𝑧  

sx 

txy txz 

sy 

tyx 

tyz 

sz 

tzx 

Equilibre des moments autour du point 

txy = tyx 

txz = tzx 

tyz = tzy 

Equilibre des forces 

𝜕𝜎𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑥 = 0 

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑦 = 0 

𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑧 = 0 

Forces volumiques sur l’élément : 𝒇𝒗 =

𝒇𝒙

𝒇𝒚

𝒇𝒛

 

tzy 



Caractérisation mathématique : Tenseur des 

contraintes Conditions aux limites 

𝜎𝑖𝑗 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧 𝑥𝑦𝑧

 

C(M,x) C(M,y) C(M,z) 

𝑛 

𝝉𝒏 

sn 

Conditions aux limites sur le vecteur contrainte 

𝐶(𝑀,𝑛) = −𝑑𝑓𝑠 

𝑛 
𝑑𝑓 

Forces surfaciques sur l’élément : 𝒅𝒇𝒔 

𝑛 

M 

M M M 

𝑛 𝑛 

Surface libre 

𝑪(𝑴,𝒏) = 𝟎 

Pression p en surface 

𝑪(𝑴,𝒏) = −𝒑. 𝒏 

Cisaillement 𝒇𝑻 en surface 

𝑪(𝑴,𝒏) = −𝒇𝑻 



Caractérisation mathématique : Tenseur des 

contraintes Contraintes principales 

𝜎𝑖𝑗 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧 𝑥𝑦𝑧

 

C(M,x) C(M,y) C(M,z) 

𝑋 

𝑌 

𝑍  

sX 

sY 

sZ 

Il existe une base principale telle que : 

𝜎𝑖𝑗 =
𝜎𝑋 0 0
0 𝜎𝑌 0
0 0 𝜎𝑍

𝑋𝑌𝑍

 

𝑪(𝑴,𝑿) = 𝝈𝑿. 𝑿 

Suivant ces trois directions privilégiées (directions principales) 

𝑪(𝑴,𝒀) = 𝝈𝒀. 𝒀 𝑪(𝑴,𝒁) = 𝝈𝒁. 𝒁 

Sur le cercle de Mohr, les points correspondants 

sont sur l’axe des contraintes normales s. 

s 

t 

𝝈𝑿 𝝈𝒀 𝝈𝒁 



Caractérisation mathématique : Tenseur des 

contraintes Invariants et décomposition 

𝜎𝑖𝑗 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧 𝑥𝑦𝑧

 

C(M,x) C(M,y) C(M,z) 

 

1er invariant : 

 

 

2ème invariant : 

 

 

 

3ème invariant :   

𝜎𝑋+𝜎𝑌+𝜎𝑍 = 𝜎𝑥+𝜎𝑦+𝜎𝑧 = s 

𝜎𝑖𝑗 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧 𝑥𝑦𝑧

= 

𝑠/3 0 0
0 𝑠/3 0
0 0 𝑠/3

𝑥𝑦𝑧

+ 

 
 
 

 
 
 
𝐷é𝑣𝑖𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟

𝑥𝑦𝑧

 

Décomposition du tenseur des contraintes 

𝜎𝑋. 𝜎𝑌+𝜎𝑋.𝜎𝑍+𝜎𝑌. 𝜎𝑍 = 𝜎𝑥. 𝜎𝑦+𝜎𝑥. 𝜎𝑧+𝜎𝑦. 𝜎𝑧 

𝜎𝑋.𝜎𝑌.𝜎𝑍 = 𝜎𝑥.𝜎𝑦.𝜎𝑧 

Contraintes équivalentes 

𝝈𝑻𝒓𝒆𝒔𝒄𝒂 = 𝐦𝐚𝐱 ( 𝝈𝑿−𝝈𝒀 , 𝝈𝑿−𝝈𝒁 , 𝝈𝒚−𝝈𝒁 )     (Contrainte équivalente de Tresca) 

𝝈𝑽𝒐𝒏−𝑴𝒊𝒔𝒆𝒔 =
𝟏

𝟐
. (𝝈𝑿−𝝈𝒀)

𝟐+(𝝈𝑿−𝝈𝒁)
𝟐+(𝝈𝒚−𝝈𝒁)

𝟐    (Contrainte équivalente de Von-Mises) 



Cercle de Mohr (dans le plan) 
𝜎𝑖𝑗 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 0

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 0

0 0 0 𝑥𝑦𝑧

 

C(M,n) = 𝜎𝑖𝑗 . n =  
𝜎𝑋 0
0 𝜎𝑌

.
cos (𝜃)
sin (𝜃)

 

Etat plan de contraintes 

C(M,n) =  
𝜎𝑋. cos 𝜃
 𝜎𝑌. sin (𝜃)

 

𝜎𝑛 = C(M,n). n = 𝜎𝑋. cos2 𝜃  + 𝜎𝑌. sin
2 𝜃  

𝜎𝑖𝑗 =
𝜎𝑋 0 0
0 𝜎𝑌 0
0 0 0 𝑋𝑌𝑍

 

Contraintes principales 

𝑋 

𝑌 

𝑛 

q 

𝜏𝑛 = C(M,n). t = −𝜎𝑋. cos 𝜃 . sin 𝜃  + 𝜎𝑌. cos 𝜃 . sin 𝜃  

s 

t 

𝝈𝑿 
I 

𝝈𝒀 

C(M,n) 

𝝈𝒏 

𝝉𝒏 

2q 𝜎𝑛 =
𝜎𝑋 + 𝜎𝑌

2
+ 

𝜎𝑋 − 𝜎𝑌

2
. cos 2𝜃  

𝜏𝑛 = −
𝜎𝑋 − 𝜎𝑌

2
. sin 2𝜃  

Cercle de centre (
𝜎𝑋+𝜎𝑌

2
) et de rayon (

𝜎𝑋−𝜎𝑌

2
)   


